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出版说明 


“华罗庚是他那个时代的世界级领袖数学家之一，对于中国近代数学发展作出 
了重大贡献”.“他的绝大部分工作时间是在中国度过的.如果今天有许多中国数 
学家能在科学前沿作出突出贡献的话，如果数学在中国能享有异常普遍尊重的话, 
那就要在很大程度上归功于作为学者与导师的华罗庚五十年来对于中国数学事业 
的领导和贡献”.这是国际数学界对他的赞誉，并称他为一位奇才，他有卓越的个 
人学术成就，同时他是一位历史上罕见的发展本国数学的数学思想家、实践家. 

华罗庚受到的正规教育仅到初中毕业，之后读了一年多职业学校，即主要靠自 
学成为伟大的数学家，无疑他要比通常的数学家付出更多的辛劳.他是我国解析数 
论、自守函数论、多复变函数论、典型域上的调和分析、典型群、除环论、数值分 
析中的数论方法及应用数学等众多领域的创始人与开拓者，他的一些著作已经成为 
这些领域的经典文献. 

华罗庚是一位爱国数学家.在抗日战争刚开始时，他即从英国回到中国，在云 
南昆明执教于西南联合大学直至抗战胜利.中华人民共和国刚成立，他即放弃在美 
国伊利诺依大学的终身教授职务，率全家于1950年回到祖国，担负起领导中国数 
学发展的工作达三十余年，直到去世. 

华罗庚非常关心同时注意培养年轻数学家，并能和同事们共同讨论切磋.早在 
昆明时期，受他影响而成为著名数学家的有段学复、闵嗣鹤、樊几、徐贤修等人. 
1950年以后，受他影响与在他直接领导之下工作的人就更多了，如冯康、越民义、 
万哲先、陆启煙、龚升、许孔时、王元、陈景润、丁石孙、丁夏哇、王光寅、张里千、 
陈希孺、吴方、魏道政、严士健、潘承洞、任建华、石钟慈、许以超、冯克勤等人. 
他还为大学生写了不少教科书. 

华罗庚很重视科学普及工作及数学方法在工业生产中的应用.他是我国数学 
竞赛活动的创始人并为中学生写了不少课外读物.华罗康持续了近二十年在中国各 
省、市、自治区普及推广工业生产中的数学方法，给工人们讲课，产生了很好的经 
济效益和社会效益.长期跟他一起工作的有陈德泉、计雷、李之杰、徐伟宣、杨德 
庄等人.他非常重视发展应用数学的探索创新工作，与他密切合作的有王元，受他 
学术思想、方法论引领与影响下工作的有曾肯成、裴定一、方开泰、杨德庄等人 • 

当然，华罗庚也得到了他的前辈对他的教导与培养，得到了他的同辈数学家对 
他的关心与帮助.特别在他年轻处于最困难处境的时候，得到了熊庆来、杨武之、叶 
企荪等先生对他的提拔与帮助. 



出版说明 


我们应该全面总结华罗庚的一生，以便后辈们能更好地以他为榜样，将中国的 
数学事业搞上去，更好地服务于祖国.同时，研究华罗庚无疑也是中国近代数学史 
研究的重要任务之一. 

科学出版社邀请长期与华罗庚一起工作的几个学生负责编辑《华罗庚文集》， 
无疑是一项非常有眼光的举措.作为他的学生与晚辈，我们都愿意积极奉献力量. 
我们将首先编辑出版他的原始论文与学术专著，将按数论、代数几何、分析、应用 
数学来分类编辑. 

最后，我们在此对于支持这项工作的单位与友好人士表示衷心的感谢，特别要 
感谢中国科学院数学与系统科学研究院的创新资金的支持，感谢国家出版基金的支 
持，感谢中国科学院知识创新工程资助项目“中国近现代科学技术发展综合研究” 
( KJCX - W 6) 与国家自然科学基金委 “20世纪数学史”研究项目 (2052100) 的支持. 
科学出版社的编辑同志对本书的出版做了大量深入细致的工作，在此一并感谢. 


《华罗庚文集》应用数学卷编辑组 



序 


在纪念数学大师华罗庚100周年华诞之际，纵观中国应用数学发展史，从探路 
工作以及始于1958年的数学普及工作,到创造型工作（以闻名国际的华-王方法为 
代表)，到应用数学人才的培养工作，人们淸楚地看到了华罗庚和王元对中国应用数 
学发展的引领和推动作用，他们是探路人和开 拓者； 人们还清楚地看到他们的应用 
数学工作始终就密不可分.他们是应用数学紧密合作（团队式工作）的典范.因此， 
出版他们的应用数学文集，科学的、恰当的做法，就是把华、王的工作成果放在一 
起出版_这就是本书在编辑时最初确定的书名为《华罗庚、王元应用数学文集》的 
缘由. 但是，王元认为他的应用数学一直都是在华老指导与影响下,与他共同进行 
的，应该属于“华罗庚应用数学体系与工作”中的一部分，应该以华罗庚冠名出文 
集是最适当的，所以本文集最后定名为《华罗庚 文集： 应用数学卷》. 


紧密合作的典范 

1. 探路工作的密不可分 

为什么要探路？ 

数学是什么？应用数学是什么？应用数学应该是什么样子？时至今日，国际数 
学界仍在争论 之中. 众所周知,尽管有争论,但是对于纯粹数学研究而言，国际上已 
有几百年来遂步形成的一种套路可循，而应用数学则没有.因此，各国为发展本国 
的应用数学的领头人，首先要探路（通俗地讲，就是应用数学搞什么？怎么搞?) . 

数学研究，领头的数学家的视点，具有导向作用，纯粹数学是如此（如 Hilbert 
1900年提出的23个问题，就是他汇总了前人的观点，加他本人的感悟，形成的一 
种对数学今后发展的观点，它影响了 20世纪的数学发展方向),应用数学也是如此. 
在探索中国应用数学之路时，需要观点导向，在中国应用数学起步时，导向观点集 
中体现在华罗庚、王元合作的文章《有限与无穷，离散与连续》中.因为应用数学主 
要涉及数学外部的实际问题和纯粹数学与别的学科（分支）的交叉应用的问题.它 
要构建数学模型或重构数学模型，它还要研究对模型的数值求解的好算法.因此， 
《有限与无穷，离散与连续》的辩证统一的观点与技巧，极为重要.文中的观点与实 
例导引人们对离散性、非线性、随机性的特殊视角，那是近年来应用数学家才充分 
认识到的“三性”难点，在20世纪五六十年代华罗庚和王元就已点明了.文中还强 
调了离散问题特殊性和离散逼近思想的重要性. 
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探路工作还需要寻找“问题”. 

华罗庚和王元认为“问题”对纯粹数学研究和应用数学研究一样重要，这与许 
多著名数学家观点一致，比如 M. Atiyah 就强调“问题”在数学发展中起关键作用. 
但是，应用数学“问题”的寻觅与纯粹数学不同.纯粹数学“问题”主要来自数学内 
部，大量的猜想和各纯粹数学分支文献中的问题展现在读者的面前，应用数学的问 
题多来自数学的外部，寻找这样的“问题”具有相当的难度，多数“问题”还只是自 
然语言的表述，未形成数学 问题； 即使与纯粹数学有关的应用数学“问题”，没有洞 
察力和数学的慧敏，也难以捕捉到.华罗庚和王元从事应用数学工作起步时，首先 
要寻觅应用数学“问题”.他们毕竞首先是纯粹数学家，在中国对应用数学需求先 
天不足的那个时代，他们只好先从书本上、文献上找“问题”.他们成功了，他们找 
到了 “问 题”. 他们在寻找“问题”的工作上,就密不可分,那是一个个过程，是一 
个个有趣的故事.这里叙述两个故事.华罗庚想到采矿与水利等方面可能有数学问 
题，于是他让王元到北京各有关部门去了解情况.王元在北京矿业学院的教师那里 
借来了几本“矿体几何学” 的书. 华罗庚从他的朋友陆漱芬那里学到了地理学家计 
算坡地表面积的方法.这样结合起来，他们共同找到了应用数学的第一个“问题”， 
研究完成了第一篇应用数学论文.第二个故事是“华-王方法”的“问题”，关于数 
论在多重积分近似计算中的应用问题.苏联是世界数学强国，1957年苏联科学院的 
工作总结中提到了两项重要数学成果，两项之一为数论在多重积分近似计算中的应 
用.有一篇俄文的文章中讲到积分近似计算中的蒙特卡罗方法,讲到其中所需的随 
机数服从一致分布等.王元拿了文章去找华罗庚谈.那天华罗庚很累，不想看.王 
元说: “就看这一行，行不行?”华罗庚看后很兴奋 地说: “蒙特卡罗方法实质上就是 
数论中的一致分布论的应用，这就好像隔着一层纸，戳穿了就那么一点点东西.”此 
时他们俩心有灵犀一点通，已经共同洞察到这个问题更深层的数学现象.他们立即 
捕捉住他们共同寻觅的“问题”.这是他们共同寻觅的第二个“问题”. 

2. 创造型攻关研究的紧密合作. 


纯粹数学研究成果主要靠纯粹数学家个体完成的.比如，华罗庚、王元、陈景 
润在数论领域的辉煌成就.都是靠他们个人的聪慧才智登上了别人达不到的髙峰. 
当然也有特例，比如，“对于整整一代人来说，哈代、利特伍德的合作主宰了英国的 
纯粹数学，也在很大程度上主宰了世界的解析数论.但是至今没有人知道他们是如 
何合作的”.应用数学攻关研究要靠团队的合作力量，华罗庚、王元从事应用数学 
研究一开始，就给后来人树立了榜样.他们对共同寻找到的应用数学问题进行攻关 
研究时，紧密合作.对于第一个“问题”，华罗庚首先证明了一个漂亮的不等式 


V^B^S 
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( V , B , S 分别表示地理学家伏尔柯夫方法、矿业学家包曼方法求坡面面积的极限 
结果， S 是坡面的真面积). 

王元用华罗庚的方法对“矿体几何学”书上介绍的估计矿床体积的方法进行理 
论探讨，得到了一系列好结果.他们一起只用一点微积分，只用了 12页，就把300 
多页的“矿体几何学”上的计算方法全写出 来了. “关于在等高线图上计算矿藏储 
量与坡地面积的问题”，就是他们共同攻关的第一个“问题”的成果. 

对于第二个“问题”，华罗庚、王元密切合作进行攻关研究就更精彩了.就在 
1958 年，华罗庚与王元在苏联的《科学通报》上见到数论方法用于髙维数值积分的 
第一篇理论文章，他们有特殊的敏感性和洞察力，看到了更深层的问题，他们立即 
开展深入研究.他们从2维入手,华罗庚猜出用斐波那契数列来构造2维一致分布 
点列的方法可以得到最佳求积公式，王元只用两页纸就证明了一个重要的公式，虽 
然同时代其他数学家也得到同样的结果，但所用的方法要间接而麻烦得多. 

接着，他们要转向高维空间，华罗庚凭他特有的数学直觉，从斐波那契数列中 
相邻两数之比是黄金数 今 的渐近分数出发，又提出理想的思路.但髙维问题逻 
辑推理遇到了困难.他们仍然紧密合作进行攻关研究,有半年多时间，王元一淸早就 
去华罗庚家，在他家一起进早餐，饭后就 演算. 但仍无进展，攻关陷入困境.后来新 
的转机出现了，是历史的巧合，也是播种与收获.他们的攻关研究在中国第一台电 
子管电子计算机上算出结果.华罗庚正是中国电子计算机研制的倡导者和组织者， 
由于他的工作，中国才有了第一台电子管计算机.攻关成功还在于王元的另一个创 
造性思维，他借助文献的启发，放弃了逻辑推导来证明定理的手段，改用计算机模 
拟的手段，即根据华罗庚关于分圆域的想法，编了一个计算程序，先在台式计算器 
上算出点列,然后请计算所的人在电子计算机上算出这个点列对应的求积公式的最 
大误差，最终在电子计算机上算出了结果.这是华罗庚、王元的密切合作的成果，它 
是一个“构造性的方法”.计算量是 logn 数量级,而一般的计算量是 n 2 数量级.他 
们把结果发表在 《中国 科学》的 （研究 简报》栏上.“文革”爆发后，他们的工作中 
断了.至1972年，华罗庚参加了由廖承志率领的一个代表团访问了日本.日本数 
学家告诉他，“华-王方法”很成功，并在有关文献中看到了首次以“华-王方法”来 
命名他们的成果.“文革”结束前夕，他们将研究结果写成几篇论文发表在《中国科 
学》上，并着手撰写专著《数论在近似分析中的应用》，全面总结了这一领域的成 
就，该书于1978年由科学出版社出版.1981年，施普林格出版社与科学出版社联合 
出版了这本书的英文版. 

我们将两位数学家华罗庚、王元关于“华-王方法”陆续发表的论文，以及施普 
林格出版社与科学出版社联合出版英文版《数论在近似分析中的应用》一并编辑出 
版.做出范式以便后来者评读. 

用计算机模拟代替逻辑推导来证明定理的手段，不但产生了 “华-王方法”，而 



且在中国可能是最早成功的范例.计算机模拟技术，后来发展为计算机仿真技术， 
其核心是数学技术，俄罗斯数学家 A . A . Samarskii 称其为“数值实验”方法，并称 
其为一种新的科学方法. 

“华-王方法”的产生，还给人们一个 启示： 灵活性的重要性，假若华罗庚、王 
元坚持用逻辑推导来证明定理的手段不放弃，可能要很长时间才出成果，而且还失 
去了创造性的构造性方法的产生.灵活地转换手法和途径，是应用数学家最重要的 
素质之一. 

华罗庚与王元的密切合作， 完全不同 于哈代与利特伍德的合作.他们的数学思 
想、方法技巧的结合，我们可以从王元的相关回忆文章中得到更深刻的感悟. 

这项工作能够顺利完成是华罗庚与王元密切合作的结果，王元非常感谢华罗庚 
对他的指导，并屡次提出宝贵的原始数学 思想； 华罗庚也对王元提出来要研究这一 
课题而感到满意，他在一张字条上谦虚地写道“被王元拉上一条路”，又写道“我对 
蒙特卡罗方法的一知半解，就是在年轻人帮助之下学来的”，真是“多年师生成兄 
弟，共同学习共钻研”. 

“一些对华罗庚了解不深的人往往以为他的最大优点是逻辑推导与计算能力 
强，其实他最强的数学才能恰好是他的数学直觉.华罗庚的另一个特点是先从一个 
具体而简单的特例着手研究的单刀直入式的研究方式 

两个层面的工作，两种不同的成果 

华罗庚、王元在中国发展应用数学，一直是在两个层面上开展 工作： 一个层面 
是普及型，另一个层面是创造型.普及型工作分成 两类： 一类是面向中学生的，另 
一类是面向大众的.面向大众的普及型工作和创造型工作都始于1958年.那一年， 
全国首次推广运筹学中的线性规划方法-中国独特的“图上作业法”，曾形成 
群众运动，并在山东济南召开过现 场会; 那一年,在应用数学人才培养方面，在新创 
建的中国科学技术大学,设立“应用数学与计算技术系”(这是在高校首次开办应用 
数学系)，华罗庚、王元从基础课教学开始，在中国科大培养应用数学 人才； 还在那 
一年， 华罗庚、王元探索创造型层面的研究也开 始了. 就在那一年，他们找到了后 
来世称“华-王方法”的“问题”，从找到“问题”并立即投入研究，持续到1978年 
科学出版社出版专著，再到1981年施普林格和科学出版社联合出版专著的英文版， 
—系列高水平成果遍布在这20多年期间（尽管“文革”中中断了几年)；另一项创 
造型的研究一数学在国民经济中的应用，同一时间也开始了，有关思想和成果 
在“有限与无穷，离散与连续”中已有展示，这项工作被盗毁于“文革”期间，华罗 
庚在1981年开始又重新回忆并加上新的创造形成新的成果，王元又对这个成果进 
行整理改写，到此为止，也时续了 20多年. 



华罗庚的前期数学普及工作，从1%8年开始到1960年，除了普及“线性规划” 
外，还有农^ “麦场设置”，以他名义曾在《光明日报》和《数学学报》上发表过有 
关文章，王元与万哲先执笔写了《物资调运工作中的数学方法》 一书， 王元与朱永 
津等又执笔撰写了一本教科书《线性规划的理论及其应 用》. 这些都未收录到本文 
集中. 华罗庚的后期数学普及工作始于19 65 年，以普及推广统筹法、优选法为主 
要内容.统筹法、优选法也是从书本、文献中选出来的，但与创造型不同，创造型挑 
选的是“问题”，普及型挑选的是“方法”，是“技术”，是可以加工成通俗易懂的方 
法或 技术. 华罗庚在“学术上洞察之深、选材之妙、加工之巧、表达之深入浅出”， 
他写的普及读本，真正让大众看得懂、学得会、用得上、见成效.在编辑这本文集 
时，普及型的文集首选的是两个评话，它是普及著作的精品，是范本. 

华罗庚面向中学生的教学普及著作精品已有专辑出版.一般说来，它不属于应 
用数学文集范围，本文集不再重复 刊登. 但有一文例外，“谈谈与蜂房结构有关的数 
学问题”，它既是给中学生讲的数学普及读物，又是从刊物上找到的应用数学“问 
题”的研究 成果. 蜂房的优化结构、生物现象、自然界奇迹，其中最迷人的是数学现 
象. 小小的蜜蜂怎么解决蜂房优化结构的数学问题.华罗庚的“始之以 有趣” 、“好 
奇”，使他放不下在通俗读物上看到的奇观，他抓住了这个“问题”，展开研究.怎 
么展开，怎么深入，怎么……,只要看他写的十六个小标题，任何人都会被吸引住 （0 
楔子、一有趣、二困惑、三访实、四解题、五浅化、六慎微、七切方、八疑古、九正 
题、十设问、十一代数、十二几何、十三推广、十四极限、十五抽象).这又是一篇 
创造型的范文. 

应用统计中的数论方法，“问题”来自实际 导弹设计中提出的试验设计 
问题.王元、方开泰提出的“均勻设计”是具有独创性的 成果. “追本溯源，若无华 
罗庚对近似分析中数论方法的倡导与工作，很难设想这项工作能在中国这样快地发 
展起来,所以也应该部分地归功于华罗庚”.本文集选用了这领域的几篇最重要的， 
与数学关系较多原创性文章. 

华罗庚曾写过《数学方法与国民经济》一书的征求意见初稿，该书分三部分， 
用“前言”、“中论”、“后语” 分开. 该书初稿中提到“在本世纪（指20世纪）中叶 
……想把国民经济提上去的愿望，明知学识和经验不足，宁可放着驾轻就熟的理论 
专长于第二位，硬着头皮进行尝试，初步归纳出12 个字： 大统筹，广优选，联运输， 
策发展.再经过发展，又提出36 字： 大统筹，广优选，联运输，精统计，抓质量，理数 
据，建系统，策发展，利工具，巧计算，重实践，明真理. 

从12字发展到36 字. 以建系统，策发展的“正特征矢量法”的优化经济数学 
理论与技术为 终结. 该书未经作者审定出版，本文集也未把这部分内容收集在内. 

华罗庚在评论一个人的工作时，曾说过“一个人的工作有几项，比如讲有两三 
项,在历史上留下来就很了 不起. 一个人一辈子发表了几百篇论文,许多著作，真正 





能在历史上记一笔的就那么几项，其他就随风飘了”.他在谈自己工作时，在应用 
数学方面，就提到了 两项： 其一就是数论在近似分析中的应用（华-王方 法); 其二是 
经济系统优化方法，并且他把它和普及统筹法、优选法放在一起.他说从60年代 
初开始，为中国经济建设服务的应用数学工作，主要是建了一个“门”，“门”字的 
两竖杠是两根 柱子： 一边是“统筹法”，另一边是“优选 法”； “门”的横梁是“正 
特征矢量法”.他明确指出，统筹法和优选法可以作为他经济系统优化理论与方法 
(技术）的基础性方法（技术). 

本文集仅收集华罗庚、王元的应用数学方面己发表的论文，不包含他们纯粹数 
学方面的论文.即使应用数学方面，也不是他们的全部工作的反映，这与纯粹数学 
不同，因为应用数学的许多工作是不能以论文形式发表的.再者，我们也不做他们 
的成果评价，只不过应用数学特殊性（人们对它的认识等方面)，我们不得不多花了 
一些笔墨去描述，比如探路工作、工作特点、普及型、创造型 等等； 但是，从文集的 
文章还不能全面反映他们应用数学观点和方法论特色，比如数学现象、数学技术、 
数学工程、模型论、算法论、团队论、交叉综合论等观点.请见附录2、 3. 

两个层面的工作和两种不同的成果，还要补充几句话.首先两者工作过程和工 
作模式不同，我们用以下框图 表示： 



框图表示意在给人以明快、直观的逻辑思维模式和整体的工作流程.从框图可 
见： 

创造型研究，始于“问题”，经过奋力攻关，形成的成果是产生新的数学技术 
(新的数学方法)，同时产生直接或间接的效益 • 

例如， 

①始于“数论在近似分析中的应用”的问题，奋力攻关后，产生了 “华-王方 
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法”（新的数学技术).应用于各个领域，产生了效益，也具有很高的学术水平 • 

②始于中国经济背景的“经济优化发展”问题，奋力攻关后，产生了 “正特征 
矢量法”（新的数学技 术). 它与列昂铁夫的“投入产生法” 不同： “投入产生法，，意 
在经济系统的 平衡； “正特征矢量法”旨在经济系统的优化发展，给出优化发展的 
策略.“正特征矢量法”，虽未有实践，那是因为各种条件限制以及认知不足，终究 
可能会被采用的，华罗庚的学生们一直在为此而努力.即使在西方经济，社会发展 
条件下，列昂铁夫的“投入产出法 ”(1936 年提出）也经过了 11年 （1947 年）才在实 
际中列出第一张投入产出表. 

普及推广型，始于数学技术（数学方法)，经过成功的加工运作，努力普及推广， 
产生直接（或间接）的经济社会效益. 

华罗庚的普及数学技术工作与众不同，极具创造性.在广度、深度上都是史无 
前例的，形成了规模空前宏大的群众运动.他在普及文本加工时，采用通俗易懂的 
平话形式，并用高超的、深入浅出的、形象化的讲授方式向大众介绍数学技术.他 
的普及数学工作是开创性的，在国际上引起了极大反响，“从来没有一位数学家有 
他这么多的听众”、“百万人的数学”，产生“万项成果”的效益，“对所有数学家是 
一种挑战”. 

本文集的编撰得到王元老师的指导和帮助，还得到华老亲属的关怀和帮助，以 
及中国科学院自然科学史研究所张利华研究员的全力支持和帮助，她不仅帮助收集 
文献，还帮助编缉文集和修改有关说明性文章，“华罗庚应用数学与信息科学研究 
中心”的全体研究人员也给予大力支持和帮助，特别是“华中心”的华光常务副主 
任,始终把编撰本文集作为发展他父亲的应用数学事业的大事与编者一起工作，在 
此一并表示衷心的感谢. 


华罗庚应用數学与信息科学研究中心主任 
杨德庄 

2009 年 8 月 



华罗庚文集应用数学卷 

(内容结构之框图纲要） 


I ® if 以寶论文的应用数学部分，它的探路、观点、攻关技巧、创新与纯粹 
数学冇不同的 特质； 华-王 K 密合作是典范，是团队论的实例 • 

® 问題的应用数学成果，多数未能以论文、定珲方式表述，因而未在文集中体现. 
@探索道路、观点、方法论的创新根重要，也未在文集中体现，故以附录方式列其… 二. 


早在211世纪 4 0年代就大力倡导发展应用敫学. (见附 录 1} 


“大哉数学之为用”是代表作,还有… 
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大哉数学之为用 


• 3 . 


大哉数学之为用® 

数与量 

数（读作 sMi ) 起源于数（读作 shii ), 如 一 、二、三、四、五 . ,一个、两个、 

三个…….量（读作 lmg ) 起源于量（读作 liSng ). 先取一个单位作标准,然后一 
个单位一个单位地量_天下虽有各种不同的量（各种不同的量的单位如尺、斤、斗、 
秒、伏特、欧姆和卡路里等等)，但都必须通过数才能确切地把实际的情况表达出 
来. 所以“数”是各种各样不同童的共性，必须通过它才能比较量的多寡，才能说明 
置的变化. 

“量”是贯穿到一切科学领域之内的，因此数学的用处也就渗透到一切科学领 
域之中.凡是要研究量、量的关系、量的变化、景的关系的变化、量的变化的关系的 
时候，就少不了数学.不仅如此，量的变化还有变化,而这种变化一般也是用量来刻 
画的.例如，速度是用来描写物体的变化的动态的，而加速度则是用来刻画速度的 
变化.童与童之间有各种各样的关系，各种各样不同的关系之间还可能有关系.为 
数众多的关系还有主从之分一也就是说,可以从一些关系推导出另一些关系来. 
所以数学还研究变化的变化，关系的关系，共性的共性，循环往复，逐步提高，以至 
无穷. 

数学是一切科学得力的助手和工具.它有时由于其他科学的促进而发展，有时 
也先进一步，领先发展，然后再获得应用.任何一门科学缺少了数学这一项工具便 
不能确切地刻画出客观事物变化的状态，更不能从已知数据推出未知的数据来，因 
而就减少了科学预见的可能性，或者减弱了科学预见的精确度. 

恩格 斯说: “纯数学的对象是现实世界的空间形式和数量关系”.数学是从物 
理模型抽象出来的，它包括数与形两方面的内容.以上只提要地讲了数量关系，现 
在我们结合宇宙之大来说明空间形式. 

宇宙之大 

宇宙 之大, 宇宙的形态， 也只有通过数学才能说得明白.天圆地方之说，就是古 
代人民用几何形态来描绘客观宇宙的尝试.这种“苍天如圆盖，陆地如棋局”的宇 

①本文曾于1959年5月28日发表在“人民日报”上.后曾以“败学的用场与发展”为思转載在 《现 
代科学技术简介 1( 科学出版社，1978年）上.转载时，作者认为时代已有很大发餍，内容要重新修改补充.由 
于时间仓促，只能根据他的口述笔录对®稿加以整理发*.他再三提出，希望听取各方面的宝贵意见，以便在 
适当时候对这篇文章加以补充修改. 
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宙形态的模型,后来被航海家用事实给以否定了.但是，我国从理论上对这一模型 
提出的怀疑要早得多，并且也同样地 有力. 论 点是: “混沌初开，乾坤始奠，气之轻 
清上浮者为天,气之重浊者下凝者为地.”但不知轻清之外，又有何物？也就是圆盖 
之外，又有何物？三十三天之上又是何处？要想解决这样的问题.就必须借助于数 
学的空间形式的研究. 

四维空间听来好像有些神秘，其实早已有之，即以“宇宙”二字来说，“往古来 
今谓之宙，四方上下谓之宇” （ 《淮南子 • 齐俗训》）就是宇是东西、南北、上下三 
维扩展的空间，而宙是一维的时间.牛顿时代对宇宙的认识也就是如此.宇宙是一 
个无边无际的三维空间，而一切的日月星辰都安排在这框架中运动.找出这些星体 
的运动规律是牛顿的一大发明，也是物理模型促进数学方法，而数学方法则是用来 
说明物理现象的一个好典范.由于物体的运动不是等加速度，要描绘不是等加速度， 
就不得不考虑速度时时在变化的情况，于是乎微商出现了.这是刻画加速度的好工 
具.由牛顿当年一身而二任焉，既创造了新工具 -- 微积分，又发现了万有引力定 
律.有了这些，宇宙间一切星辰的运动初步统一地被解释了.行星凭什么以椭圆轨 
道绕日而行的，何时以怎样的速度达到何处等，都可以算出来了. 

有人说西方文明之飞速发展是由于欧几里得几何的推理方法和进行系统实验 
的方法.牛顿的工作也是逻辑推理的一个典型.他用简单的几条定律推出整个的力 
学系统，大至解释天体的运行,小到造房、修桥、杠杆、称物都行.但是人们在认识 
自然界时建立的理论总是不会一劳永逸完美无缺的，牛顿力学不能解释的问题还是 
有的.用它解释了行星绕日公转，但行星自转又如何解释呢？地球自转一天24小 
时有昼有夜，水星自转周期和公转一样，半面永远白天，半面永远黑夜.一个有名的 
问题： 水星进动每百年 42", 是牛顿力学无法解释的. 

爱因斯坦不再把“宇”、“宙”分开来看，也就是时间也在进行着.每一瞬间三维 
空间中的物质在占有它一定的位置.他根据麦克斯韦-洛伦兹的光速不变假定，并 
继承了牛顿的相对性原理而提出了狭义相对论.狭义相对论中的洛伦兹变换把时空 
联系在一起，当然并不是消灭了时空特点.如向东走三里,再向西走三里，就回到原 
处,但时间则不然,共用了走六里的时间.时间是一去不复返地流逝着.值得指出的 
是有人推算出狭义相对论不但不能解释水星进动问题，而且算出的结果是“退动”. 
这是误解.我们能算出进动 28", 即客观数的三分之二.另外，有了深刻的分析，反 
而能够浅出，连微积分都不要用.并且在较少的假定下，就可以推出爱因斯坦狭义 
相对论的全部结果. 

爱因斯坦进一步把时、空、物质联系在一起，提出了广义相对论，用它可以算 
出水星进动是43"，这是支持广义相对论的一个有力证据，由于证据还不多，因此对 
广义相对论还有不少看法，但它的建立有赖于数学上的先行一步.如先有了黎曼几 
何.另一方面它也给数学提出了好些到现在还没有解决的问题.对宇宙的认识还将 
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有多么大的进展，我不知道,但可以说，每一步都是离不开数学这个工具的 • 

粒子之微 

佛经上有所谓“金粟世界”，也就是一粒粟米也可以看作一个世界.这当然是 
佛家的 幻想. 但是我们今天所研究的原子却远远地小于一粒粟米，而其中的复杂性 
却不亚于一个太阳系. 

即使研究这样小的原子核的结构也还是少不了数学.描述原子核内各种基本 
粒子的运动更是少不了数学.能不能用处理普遍世界的方法来处理核子内部的问题 
呢？情况不同了！在这里，牛顿的力学,爱因斯坦的相对论都遇到了困难.在目前人 
们应用了另一套数学 工具. 如算子论，群表示论，广义函数论等.这些工具都是近 
代的产物.即使如此，也还是不能完整地说明它. 

在物质结构上不管分子论、原子论也好，或近代的核子结构、基本粒子的互变 
也好，物理科学上虽然经过了多次的概念革新,但自始至终都和数学分不开.不但 
今天，就是将来,也有一点是可以肯定的，就是一定还要用数学. 

是否有一个统一的处理方法,把宏观世界和微观世界统一在一个理论之中，把 
四种作用力统 一在一 个理论之中，这是物理学家当前的重大问题之一.不管将来他 
们怎样解决这个问题，但是在处理这些问题的数学方法必须统一.必须有一套既可 
以解释宏观世界又可以解释微观世界的数学工具.数学一定和物理学刚开始的时 
候一样，是物理科学的助手和工具.在这样的大问题的解决过程中，也可能如牛顿 
同时发展天体力学和发明微积分那样，促进数学的新分支的创造和形成. 

火箭之速 

在今天用“一日千里”来形容慢则可，用来形容快则不可了！人类可创造的物 
体的速度远远地超过了 “一日千里”.飞机虽快到曰行万里不夜，但和宇宙速度比 
较，也显得缓慢得很.古代所幻想的朝昆仑而暮苍梧,在今天已不足为奇. 

不妨回忆一下,在星际航行的开端——由诗一般的幻想进入科学现实的第一 
步,就是和数学分不开的.早在牛顿时代就算出了每秒钟近八公里的第一宇宙速度， 
这给科学技术工作者指出了奋斗目标.如果能够达到这一速度，就可以发射地球卫 
星.1970年我国发射了第一颗人造卫星.数学工作者自始至终都参与这一工作（当 
然，其中不少工作者不是以数学工作者见称，而是运用数学工具者).作为人造行星 
环绕太阳运行所必须具有的速度是 11.2 公里/秒，称为第二宇宙速度；脱离太阳系 
飞向恒星际空间所必须具有的速度是 16.7 公里/秒，称为第三宇宙速度.这样的目 
标，也将会逐步去实现. 
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顺便提一下，如果我们宇宙航船到了一个星球上，那儿也有如我们人类一样高 
级的生物 存在. 我们用什么东西作为我们之间的媒介.带幅画去吧，那边风景殊，不 
了解，带一段录音去吧,也不能沟通.我看最好带两个图形去.一个“数”，一个“数 
形关系”（勾股定理 )( 图1和图 2) 

为了使那里较高级的生物知道我们会几何证明，还可送去下面的图形，即“青 
出朱入图”（图 3). 这些都是我国古代数学史上的成就. 



0 o 


0 o 0 
^ ° 0 °° 
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图1 围2 




化工之巧 

化学工业制造出的千千万万种新产品，使人类的物质生活更加丰富多彩，真是 
“巧夺天工”，“巧夺造化之工”.在制造过程中，它的化合与分解方式是用化学方 
程来描述的，但它是在变化的，因此，伟大革命导师恩格斯明确 指出： “表示物体的 
分子组合的一切化学方程式，就形式来说是微分方程式.但是这些方程式实际上已 
经由于其中所表示的原子量而积分起来了.化学所计算的正是量的相互关系为已 
知的微分 

为了形象化地说明，例如，某种物质中含有硫，用苯提取硫.苯吸取硫有一定的 
饱含董，在这个过程中，苯含硫越多越难再吸取硫,剩下的硫越少越难被苯吸取.这 
个过程时刻都在变化，吸收过程速度在不断减慢着.实验本身便是这个过程的积分 
过程,它的数学表达形式就是微分方程式及其求解.简单易作的过程我们可以用实 
验去解决，但对于复杂、难作的过程，则常常需要用数学手段来加以解决.特别是选 
取最优过程的工艺，数学手段更成为必不可少的手段.特别是量子化学的发展，使 
得化学研究提高到量子力学的阶段，数学手段一微分方程及矩阵、图论更是必 
需的数学工具. 

应用了数学方法还可使化学理论问题得到极大的简化.例如，对于共轭分子的 
能级计算，在共箱分子增大时十分困难.应用了分子轨道的图形理论，由图形来简 
化计算，取得了十分直观和易行的效果，便是一例，其主要根据是如果一个行列式 
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中的元素为0的多，那就可以用图论来简化计算. 

地球之变 

我们所生活的地球处于多变的状态之中，从高层的大气，到中层的海洋，下到 
地壳，深入地心都在剧烈地运动着，而这些运动规律的研究也都用到数学. 

大气环流,风云雨雪,天天需要研究和预报，使得农民可以安排田间农活,空中 
交通运输可以安排航程.飓风等灾害性天气的预报，使得海军、渔民和沿海地区能 
够及早预防，减少损害.而所有这些预报都离不了数学. 

“风乍起，吹皱一池春水.”风和水的关系自古便有记述，“无风不起浪”.但是 
风和浪的具体关系的研究，则是近代才逐步弄清的，而在风与浪的关系中用到了数 
学的工具，例如偏微分方程的间断解的问题. 

大地每年有上百万次的地震，小的人感觉不到，大的如果发生在人烟稀少的地 
区，也不成大灾.但是每年也有几次在人口众多的地区的大震，形成大灾.对地壳 
运动的研究，对地震的预报，以及将来进一步对地震的控制都离不开数学工具. 

生物之谜 

生物学中有许许多多的数学问题.蜜蜂的蜂房为什么要像如下的形式（图 4), 
-面看是正六角形，另一面也是如此.但蜂房并不是六棱柱，而它的底部是由三个 
菱形所拼成的 


图4 

图5是蜂房的立体图.这个图比较清楚，更具体些，拿一支六棱柱的铅笔未削之前, 
铅笔一端形状是 ABCDEF 正六角形（图 6). 通过也 7,—刀切下一角，把三角形 
ABC 搬置处.过 AE ’ CE 也如此同样切三刀，所堆成的形状就是图7,而蜂 
巢就是两排这样的蜂房底部和底部相接而成. 

关于这个问题有一段 趣史： 巴黎科学院院士数学家克尼格，从理论上计算，为 
使消耗材料最少，菱形的两个角度应该是109° 26' 和70°34'.与实际蜜蜂所做出的 
仅相差2分.后来苏格兰数学家马克劳林重新计算，发现错了的不是小小的 蜜蜂, 
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而是巴黎科学院的院士，因克尼格用的对数表上刚好错了一个字.这十八世纪的难 
题，1964年我用它来考过高中生，不少高中生提出了各种各样的证明. 



图5 图6 图7 


这一问题，我写得篇幅略长些，目的在于引出生物之谜中的数学，另一方面也 
希望生物学家给我们多提些形态的问题.蜂房与结晶学联系起来，这是“透视石” 
的晶体. 

再回到化工之巧，有多少种晶体可以无穷无尽、无空无隙地填满空间，这又要 
用到数学.数学上己证明，只有230种. 

还有如胰岛素的研究中，由于复杂的立体模型也用了复杂的数学计算.生物遗 
传学中的密码问题是研究遗传与变异这一根本问题的，它的最终解决必然要考虑到 
数学问题.生物的反应用数学加以描述成为工程控制论中“反馈”的泉源.神经作 
用的数学研究为控制论和信息论提供了现实的原型. 

日用之繁 

日用之繁，的确繁，从何谈起真为难！但也有容易处.日用之繁与亿万人民都 
有关,只要到群众中去，急工农之所急，急生产和国防之所急，不但可以知道哪些该 
搞，而且知道轻重缓急.群众是真正的英雄，遇事和群众商董，不但政治上有提高， 
业务上也可以学到书本上所读不到的东西.像我这样自学专攻数学的，也在各行各 
业师傅的教育下，学到了不少学科的知识，这是一个大学一个专业中所学不到的. 

我在日用之繁中搞些工作始于1958年，但真正开始是1964年接受毛主席的 
亲笔指示后.并且使我永远不会忘记的是在我刚迈出一步写了《统筹方法平话》下 
到基层试点时，毛主席又为我 指出： “不为个人，而为人民服务，十分欢迎”的奋斗 
目标.后来在周总理关怀下又搞了<优选法》.由于各省、市、自治区的领导的关怀， 
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我曾有机会到过二十个省市、下过数以千计的工矿农村，拜得百万工农老师，形成 
了有工人、技术人员和数学工作者参加的普及、推广数学方法的小分队.通过群众 
性的科学实验活动证明，数学确实大有用场，数学方法用于革新挖潜，能为国家创 
造巨大的财富.回顾已往,真有“抱着金饭碗讨饭吃”之感. 

由于我们社会主义制度的优越性，在这一方面可能有我们自己的特点，不妨结 
合我下去后的体会多谈一些. 

统筹方法不仅可用于一台机床的维修、一所房屋的修建、一组设备的安装、一 
项水利工程的施工，更可用于整个企业管理和大型重点工程的施工会战.大庆新油 
田开发，万人千台机的统筹，黑龙江省林业战线采、运、用、育的统筹，山西省大同 
市口泉车站运煤统筹，太原铁路局太钢和几个工矿的联合统筹，还有一些省市公社 
和大队的农业生产统筹等等，都取得了良好效果.看来统筹方法宜小更宜大.大范 
围的过细统筹效果更好，油水更大.特别是把方法交给广大群众，结合具体实际，大 
家动手搞起来，由小到大、由简到繁，在普及的基础上进一步提高，收效甚大.初步 
设想可以概括成十二 个字： 大统筹，理数据，建系统，策发展，使之发展成一门学科 
一 统筹学，以适应我国具体情况，体现我们社会主义社会特点.统筹的范围越大, 
得到和用到的数据也越多.我们不仅仅是消极地统计这些数据，而且还要从这些数 
据中取出尽可能多的信息来作为指导.因此数据处理提到了日程上来.数据纷繁就 
要依靠电子计 IT 机. 新系统的建立和旧系统的改建和扩充，都必须在最优状态下运 
行. 更进一步就是策发展，根据今年的情况明年如何发展才更积极又可靠,使国民 
经济的发展达到最大可能的高速度. 

优选法是采用尽可能少的试验次数，找到最好方案的方法.优选学作为这类方 
法的数学理论基础，已有初步的系统研宄.实践中，优选法的基本方法，己在大范围 
内得到推广.目前，我国化工、电子、冶金、机械、轻工、纺织、交通、建材等等方面 
都有较广泛的应用.在各级党委的领导下，大搞推广应用优选法的群众活动，各行 
各业搞，道道工序搞，短期内就可以应用优选法开展数以万计项目的试验.使原有 
的工艺水平普遍提髙一步.在不添人、不增设备、不加或少加投资的情况下，就可 
收到优质、高产、低耗的效果_例如，小型化铁炉，优选炉形尺寸和搡作条件，可使 
焦铁比一般达 1:18. 机械加工优选刀具的几何参数和切削用量，工效可成倍提髙. 
烧油锅炉，优选喷枪参数，可以达到节油不冒黑烟.小化肥工厂搞优选,既节煤又增 
产.在大型化工设备上搞优选，提高收率潜力更大.解放牌汽车优选了化油器的合 
理尺寸，一辆汽车一年可节油一吨左右，全国现有民用汽车都来推广，一年就可节 
油六十余万吨.粮米加工优选加工工艺，一般可提高出米率百分之一、二、三,提髙 
出粉率百分之 一. 若按全国人数的口粮加工总数计算，一年就等于增产几亿斤粮食. 

最好的生产工艺是客观存在的，优选法不过是提供了认识它的、尽童少做实 
验、快速达到目的的一种数学方法. 
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物资的合理调配，农作物的合理分布，水库的合理排灌，电网的合理安排，工业 
的合理布局，都要用到数学才能完满解决，求得合理的方案.总之一句话,在具有各 
种互相制约、互相影响的因素的统一体中，寻求一个最合理（依某一目的，如最经 
济，最省人力）的解答便是一个数学问题，这就是“多、快、好、省”原则的具体体 
现.所用到的数学方法很多，其中确属适用者我们也准备了一些，但由于林彪、“四 
人帮”一伙的干扰破坏，没有力量进行深入的工作.今天，在开创社会主义建设事业 
新周面的同时，数学研究和应用也必将出现一个崭新的局面. 

数学之发展 

宇宙之大，粒子之微，火箭之速，化工之巧，地球之变，生物之谜，日用之繁，无 
处不用数学.其他如爱因斯坦用了数学工具所获得的公式指出了寻找新能源的方 
向，并且还预示出原子核破裂发生的能量的大小.连较抽象的纤维丛也应用到了物 
理当中.在天文学上，也是先从计算上指出海王星的存在，而后发现了海王星.又 
如高速飞行中，由次音速到超音速时出现了突变，而数学上出现了混合型偏微分方 
程的研究.还有无线电电子学与计算技术同信息论的关系，自动化与控制技术同常 
微分方程的关系，神经系统同控制论的关系，形态发生学与结构稳定性的关系等等 
不胜枚举. 

数学是一门富有概括性的学问.抽象是它的特色.同是一个方程，弹性力学上 
是描写振动的，流体力学上却描写 r 流体动态,声学家不妨称它是声学方程，电学家 
也不妨称它为电报方程，而数学家所研究的对象正是这些现象的共性的一面-一 
双曲型偏微分方程.这个偏微分方程的解答的性质就是这些不同对象的共同性质， 
数值的解答也将是它所联系各学科中所要求的数据. 

不但如此，这样的共性，一方面可以促成不同分支产出统一理论的可能性，另 
一方面也可以促成不同现象间的相互模拟性. 例如： 声学家可以用相似的电路来研 
究声学现象，这大大地简化了声学实验的繁重性.这种模拟性的最普遍的应用便是 
模拟电子计算机的产生.根据神经细胞有兴奋与抑制两态，电学中有带电与不带电 
两态，数学中二进位数的0与1、逻辑中的“是”与“否”，因而有用电子数字计算 
机来模拟神经系统的尝试,及模拟逻辑思维的初步成果. 

我们作如上的说明，并不意味着数学家可以自我陶醉于共性的研究之中.一方 
面我们得承认，要求数学家深入到研究对象所联系的一切方面是十分困难的，但是 
这并不排斥数学家应当深入到他所联系到的为数众多的科学之一或其中的一部分. 
这样的深入是完全必要的.这样做既对国民经济建设可以做出应有的贡献，而且就 
是对数学本身的发展也有莫大好处. 

客观事物的出现一般讲来有两大类现象.一类是必然的现象——或称因果律. 
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一类是大数现象 一一 或称机遇律.表示必然现象的数学工具一般是方程式，它可 
以从己知数据推出未知数据来，从己知现象的性质推出未知现象的性质来.通常出 
现的有代数方程,微分方程,积分方程，差分方程等等（特别是微分方程).处理大数 
现象的数学工具是概率论与数理 统计. 通过这样的分析便可以看出大势所趋，各种 
情况出现的比例规律. 

数学的其他分支当然也可以直接与实际问题相联系. 例如： 数理逻辑与计算机 
自动机的设计，复变函数论与流体力学，泛函分析与群表示论之与量子力学，黎曼 
几何之与相对论等等.在计算机设计中也用到数论.一般说来，数学本身是一个互 
相联系的有机整体,而上面所提到的两方面是与其他科学接触最多，最广泛的. 

计算数学是一门与数学的开始而俱生的学问，不过今天由于快速大型计算机的 
出现特别显示出它的重要性.因为对象日繁，牵涉日广（一个问题的计箅工作量大 
到了前所未有的程度).解一个一百个未知数的联立方程是今天科学中常见的（如水 
坝应力，大地测量，设计吊桥，大型建筑等等)，仅靠笔算就很困难.算一个天气方程， 
希望从今天的天气数据推出明天的天气数据，单凭笔算要花成年累月的时间.这样 
算法与明天的天气何干？ 一个讽刺而已！电子计算机的发明就满足了这种要求.高 
速度大存储量的计算机的发展改变了科学研究的面貌，但是近代的电子计算机的出 
现丝毫没有减弱数学的重要性,相反地更发挥数学的威力,对数学的要求提得更髙. 
繁重的计算劳动减轻了或解除了，而创造性的劳动更多了.计算数学是一个桥梁， 
它把数学的创造同实际结合起来.同时它本身也是一•个创造性的学科.例如推动了 
一个新学科计算物理学的发展. 

除掉上面所特别强调的分支以外，并不是说数学的其余部分就不重要了.只有 
这些重点部分与其他部分环环扣紧，把纯数学和应用数学都分工合作地发展起来， 
才能既符合我国当前的需要：又符合长远需要. 

从历史上数学的发展的情况来看,社会愈进步,应用数学的范围也就会愈大，所 
应用的数学也就愈精密，应用数学的人也就愈多.在日出而作，日入而息的古代社 
会里，会数数就可以满足客观的需要了.后来由于要定四时,测田亩,于是需要窥天 
测地的几何学.商业发展，计算日繁，便出现了代数学.要描绘动态,研究关系的变 
化，变化的关系，因而出现了解析几何学、撖积分等等. 

数学的用处在物理科学上已经经过历史考验而证明.它在生物科学和社会科 
学上的作用也已经露出苗头.存在着十分宽广的前途. 

最后，我得声明一句，我并不是说其他科学不重要或次重要.应当强调的是，数 
学之所以重要正是因为其他科学的重要而重要的，不通过其他学科，数学的力童无 
法显示，更无重要之可言了. 

需要指出的是，“四人帮”为了复辟资本主义，疯狂地破坏生产，破坏科学技术 
的发展，他们既破坏理论研究工作，更疯狂地打击从事应用数学的工作者.他们的 
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遗毒需要彻底清除，不可低估.为了实现“四个现代化”，把我国建成强大的社会主 
义国家这一伟大目标，发展数学的重要性是无可置辩的. 
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——为纪念中国科学技术大学建校五周年而作 


这是我们教低年级数学基础课的一些体会，似乎是看出了些问题，但由于作者 
的水平限制，对数学的了解是片面的，并且更没有哲学修养能从若干感性知识中概 
括出理性论断来.所以写这样一篇提供素材的文章，希望聚沙成塔，集賊成裘，以备 
沙里淘金者的参考. 

数学中有两大类的 问题： 一类是离散性质的，一类是连续性质的.在我们一生 
学习的过程中，开始于数数一-一、二、三、四、五、…… . 这完全是离散性质的 
东西.算术、代数都是处理离散性质问题的学科.整个中学阶段所学的教学可以说 
都不是突出利用“连续性”与“无穷性”的学科.直线上的点显示出连续性质,但突 
出地重用“连续”与“无穷”确始于微积分.在描绘一瞬间的速度，或一瞬间的量 
的变化,我们重用了 “连续性”.这就是初等数学与高等数学的分界.但如果从“初 
等”、“高等”这些字样，或我们学习的次序,就断定“连续性的数学”比“离散性的 
数学”更优越了或更能解决问题了，那就不尽然了.本文的目的在于着重地谈谈离 
散性的重要.但必须指出，我们不是说连续性次重要些，而是说必须两者妥善结合. 
—切从实际出发，看需要而决定.不能强调一面而忽略一面， 但有一 点似乎可以向 
初学者建议的，在学连续性数学之前，先打好所对应的离散性数学的基础.因为绝 
大部分连续性的结果往往以离散性的结果做背景的，或者是离散性问通的极限.但 
并不是说，我们不应当把学习的时间或精力在连续性数学上多花_些. 

先看看客观事实，如果本来就是离散的，那就不必人为地引进连续性（但并不 
排斥，虽然离散，但多到无法处理的时候，也势所必致地用连续方法来处理的可能 
性，如沙的流动).在资本主义国家里面有些经济学者，用微分方程来处理经济学上 
的问题,我们对经济学一窍不通，不能有所批判，但有一点可以肯定，他们所根据的 
数据是离散-—或者实质上不可能连续化的 .如： 农业生产量不能分为每瞬间几 
何？它是季度性生产，连分月份都不可能，枉论其他.用连续方法来处理离散问题， 
对头否？但他们有这样的 答辩： 用上了微分方程就有定性理论，利用它易于看出发 


①本篇与王元同志合作.感谢中国科学院裴面生副院长的鼓励.他建议我们把教学体会不要仅仅写在 
败学著作 11) 或教材 p ] 中，把一些与其他兄弟学科可能有关的东西，写出来互相交流，因此才写了这样一篇 
内容芜杂的文章，敬求兄弟学科及本学科同志们的指教. 
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展趋势.岂其然哉！实质上，利用差分方程或矩阵乘方的性质照样可以看到趋势. 
并且还容易些，还浅显些.但是在大学课程中没有包括进去而已，或原则上有之，但 
未像微分方程那样多方强调而已.在 （三） 中还将指出连续化的不可能性，硬用较 
深的数学殊无谓也.深入浅出是功夫，浅入深出是浪费. 

我们有这样的不成熟的看法，先学些矩阵知识，差分方程，再学微分方程，则既 
可以学得处理“离散”问题的方法，取其极限，往往又可以得出微分方程的结果. 

以上所讲就 是说： 离散问题用离散方法来处理为妥的论点.现在进一步 说明： 
连续问题中的离散处理方法. 

首先的问题是数据取得的问题.能不能取得无穷精密的数据？不能，即使准到 
十位百位,用十位百位小数表达出来的数据所成的集体仍然是离散的，而不是连续 
的（并且有时过分的精密度是完全不必要的).再则取数据的次数也必然是有限的， 
离散的. 

其次看计算工具,近代的数字电子计算机本质上是离散的.它的特点是根据有 
限位数据进行有限次运算，算出有限个有限位的解答来.一切有限，仍然是离散的. 

最后所能拿出来的结果（或客观的要求也是如此）当然也是离散的.这是一个 
从离散到离散的过程.数学家们通常的想法是从离散数据用插入法或回归法得函 
数，得微分方程，微分方程直接解不出来，再将微分方程差分化变为代数方程（离 
散)，然后得出离散性的解答来.其过程中，经过插入法有误差，经过差分法又有误 
差，变成代数问题以后的求解误差就不提了.因而提出了以下的 课题： 能不能从离 
散直接到离散.这样避免了经过函数逼近的误差，避免了经过微分方程差分求解的 
误差.如果可能，则方法初等化了！而结果反而可能更稍密了！我们水平限制不敢 
多所论列，但主观上谬认为这是一个值得尝试的 方向. 再申明一下，重视离散性方 
法的同时，我们绝不能忽视连续性方法.解析数论就是一门用连续性方法处理离散 
问题而获得重要成果的分支.连续性的考虑往往会看到一些离散性所不易看到的 
问题. 

以下罗列一些例子,这些例子是从教基础课得来的.选择的标准当然也就是基 
础课或略高一些的水平.并且都是选取了与其他学科的科学工作者有共同兴趣的问 
题.各节之间的关系也是不太大的. 例如： 常用傅里叶级数的同志不妨看看第四节. 

再重复一句，这是抛砖引玉性质的文章.多举出些具体的感性材料，有可能为 
将来的教学改革或理论认识创造条件.虚心求教，敬请指正 • 

二对象是连续的，但我们只能了解到其 
有限个数据——算体积，算面积 

在学了微积分之后，我们常常有这样的 喜悦： 任何曲线的长度，任何曲面的面 
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积及任何物体的体积都可以用积分方法来处理了_这种喜悦是应当有的，也是可以 
理 解的. 但是以为这就已经可以解决问题了，那就 错了. 深入一想,我们所学过的方 
法都有一个共同的要求，就是要求有表示曲线、曲面的公式.也就是在实际中，有 
没有这样的表达公式？例如说，在估计矿藏储量时，有没有一个表示这矿体周界的 
解析公式.又如在估计山坡面积时，有没有一个 z = /(;«:, y ) 表示这曲面的公式.在 
实际情况中是没有的. 一 来由于我们不可能对每一点都进行实测，二来由于即使对 
矿体测了很多点，但也是不能够求出曲面的表达式来的，即使拼拼凑凑找出个公式， 
但在求积分的时候，依然是积不出来（找原函数）的时候多，而能够积成初等函数的 
时候少一少得很.因而矿体和山坡虽然是连续分布的，但是我们还是必须用离 
散的方法才能（近似）估出体积及面积. 

但这并不是说微积分里求面积体积的公式没有用了，这儿是说，必须看看怎样 
才能用得上，并且将发现，理论是有用的，它能给我们提供具体的线索，并帮我们判 
断各种方法的优劣性及进一步改善这些方法. 
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还是举一个例 子吧： 在估计山坡面积时，有两套 方法： 一套是地理学上的方法, 
称为 Bojikob 法，另一套是矿藏几何学上的方法，称为 Eay MaH 法.以下我们把它们 
介绍一下，再比优劣. 

假定地图上以 d / i 为高程差画出等高线，并假定有一制高点及等高线成圈（其 
他情况很容易由此被推导出来).假定由制高点向外一圈一圈地画等高线 
( in - 2 ), …，⑹•取 （ i 0 ) 的高度为0, ( U 的高度为/»，⑹与 ( ii + l ) 之间的面积用 
Bi 表示（即投影的面积). 

1. BayMaH 方法. 

a ) Ci = $(/< + Z <+1 ) 仙(中间直立隔板的面积 

b ) 2就是所求的斜面积的近似值 - 

t=0 

2. Bojikob 方法. 


① 等商 线队）的长度用 表示. 
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B.)l = Y, l i 为等高线的总长度.丑= H 执为总投影面积.由 
«=0 ' 

tg 0 


Ahl 
''B 


得出平均倾角 a; 

b) B sec a = y/WTJA^W 就是所求的斜面积的近似值. 

这两个方法哪一个更好一些？这些方法所给出的结果在怎样的程度上迫近斜 
面积？又当等高线的分布趋向无限精密时，这些方法所给出的结果是什么？是否就 
是真的面积？下面我们将回答这些问题. 

以制高点为中心引进极坐标.命高度是 2 的等高线方程是 


P = p{z,0), 0 < 0 < 2n 


(假定 p{z,9) 适当地光滑)■命2 


2； 0 


m (Zi) 所围绕的面积等于 
p 2 (zi,d)d0. 


(li ) 的长度等于 

于是由中值公式得 

及 


Bi= ~r p( - z，i ' d) ^d^ d0 Ak 

c *=r ( 你 隸 ■ 

n —1 

其中為 彡屹< < Zi+1. 因此当加4 0时， [yjBf + Cf 趋近于 


这便是当 d/i 


( K +&) 


(/ + {1 v^W) de ) dz - 

0时 ，用 Bay MaH 方法算出的斜面积所趋近的值.而 
的极限 
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便是 Bojikob 方法算出的斜面积所趋近的值. 

习知曲面的面积 S 为 

s= cr 如 + [%)、[卷)、也 

引入一个复值函数 _ 

则 

s= £ J:、 f[z ，華 dz ， 

Ba = ^ ^ f(z,0)d3^dz, 

Bo = ly ^ J f(z,9)d0 dz\. 


由此可见： 

Bo ^ Ba ^ S. 

结论 ( i ) EayMaH 方法比 Bojikob 方法稍密些 ，（ ii ) 所求出的结果比真正的结 
果常常偏低一些. 

除此而外，不难讨论 Bo = S 及 Ba = S 的情况.我们还可以给出由这些方法 
所产生的误差的估计，并指出产生误差的原因及避免误差的方法.关于这些请参看 
[1]， [2]- 

附记1本节所用的积分是可以避免的. 

三无法连续化——非负方阵 

如产童，如能量，如概率都不能是负数.在宇宙线的簇射过程中，在运筹学及 
概率论的若干问题中，往往出现非负元素的方阵，即某些物态的多寡经过某段时间 
之后的变化情况可以用非负方阵表达之.更具体些说，例如有甲乙丙三种物件各有 
a ， i >, c 单位.但是经过一段时间《之后，甲类物质变为 apu , api2 , ap 13 单位的甲乙丙 
三类物质，而乙类物质变为 bp2i , bP22 , bp 23 单位的甲乙丙三类物质；丙类物质变为 
CP 31, CP 3 2 , CP 3 3 单位的甲乙丙三类物质.即经过时间 t 后，甲乙丙物质的数置各为 


apn + bp2i + cp3i, 
®Pl2 + &P22 + CP32, 
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OP13 + bp23 + CP33 

个单位.由于物质不能变负，所以> 0. 这方阵 


称为变化方阵.如果原始物质的数量用矢量 
数量将为 

vP . 

如果仍然照这样的关系变化，则经过2< 时间将得 
vP 2 . 


Pu Pl 2 Pl3 \ 

P21 P22 P23 

P31 P32 P33 / 

( o ,6, c ) 表之，则经过时间 f 后，其 


经过时间则为 


vP n . 

当 n 增加时，我们可以看出发展趋势. 

为了易于了解起见，我们回到单一的情况.设原来的数量是 C , 经过单位时间 
后变为 eg , 经过 n 个单位时间得 eg ", 经过半个单位时间可以设想，它的数量是 
c ? 1 /% 注意问题就在这儿了！ ）， 一般地讲，可以设想在时间 t 的时候，它的数量是 
f ( t ) = cq 1 , 它的微分表达式是 


g = (log g )/, /⑼= c . 

也就是说/⑴=是微分方程唯一的解. 

对于单一的现象，这方法虽有在理论上不妥当的地方，即在时间1/2是否是 
g 1 / 2 倍.但是在应用的时候并不出现困难，其主要原因是一个正数可以任意开方, 
也就是 £ _ 

是实的存在的.这个规律可以描述为量的增加率与时间成比例.因此可能事实上虽 
然 g 1 / 2 不定义,但我们理想地设想它存在，并不会发生什么矛盾. 

如果有人希望把这一规律推广到多个现象的时候，那就势所必然地要求，求方 
阵 P 的平 方根； 求方阵 P 的任意方根.是否有非负方阵的平方等于 P ? 如果没有， 
则用微分处理是不可能的，举个例子，没有非负方阵的平方等于 
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其理由是极简单的，如果 

则 a 2 + 6 c = 0,由 a , 6, c 的非负性质得 a = 0 及6或 c = 0. 这是不可能的，换言之, 
如果方阵 _ P 不是“无穷可分的”，也就是没有实方阵 C ? 使 P = eA 则不可能用微 
分方法来处理.在研究线性弹性系统微振动的颤动性质的时候,所对应的方阵的特 
征根全是正的，而且是不同的，因而 Q 是存在的.但在经济现象中，有波浪式前进， 
螺旋式上升的现象，这说明它所对应的方阵不可能全部是正根，而可能有负根或复 
根存在，如果出现负根即就无法保证“无穷可分”性.因而用微分方程的理论来笼 
统地处理经济现象是欲巧反拙的. 

在物理现象及概率现象中，当运用微分方程来处理这种现象的时候，既要考虑 
能不能，又要考虑要不要，如果并不能证明“无穷可分”时，用差分方程保险些.在 
证明了“无穷可分”时，也可能用差分方程更简单些.不一定要用撖分 方程. 

这儿再说些题外之言，完成演变所需要的时间是否有“单位”存在？即短于这 
个时间，不能完成某种演变.在这样的情况下，“差分”法比“微分”法更能表达客 
观现象.在这种现象中，时间变为“离散”.但基本单位是多长？如果多种不同单位 
现象的混合，情况又如何？在数学上反映出来更有可度约与不可度约的情况.因而 
类似数论中 Diophantine 逼近的现象出现了，但确是远更复杂的问题. 

附记1关于非负方阵的一些性质. 

定理1如果 

y^Qij ( q，Oij ^ 0, j = 0, 2, • • • , n , (1) 

i=l 

则方阵 A = ( ay ) 的特征根的绝对值都 < g . 

这定理的证明是很简单的.由特征根 A 的定义,有非全为零的，〜使 

= Xxi- 


因此 


所以 


| A ||* i | < X ) Oij 


| A | ^| a ： i | < 《 9 公 I 巧 I ’ 

i=l j=l ' t=l / i=l 
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即得所证. 

这一性质在以后要用，所以给予证明，实质上，非负方阵的若干性质与特征，似 
乎都有它的经济学（或其他用得到它的学科）上的重要意义.例如，非负方阵有一个 
最大正特征根，这似乎可以用来作为一个经济体系的发展速度的标志，而对应于这 
特征根有一非负元素的特征矢量，这特征矢量似乎反应了各种产品之间，或产品与 
劳动之间的正确等价关系，如果有复虚数的特征根存在，则反映了可能若干部门间 
会出现蠊旋式上升，波浪式前进的情况. 

不仅如此，还可以提供“应当改进哪些系数（如每吨钢的煤耗系数）可能使我 
们的经济系统增长最快”的线索.因而决定应当改进的关键性的环节.当然这样的 
建议只能作为参考，而更重要的是人的作用. 

四多算了反而吃亏——实用调和分析 

在广泛的应用中，我们经常要把一个函数 /( Z ) 展开成为 Fourier 级数，即 

f { x ) 〜了 + [ ( a m cos mx + b m sin mx ), (1) 

这儿 

1 广 2« 

dm =— I /( x ) co 8 mx dx , 
n Jo 
1 

b m =— / /( x)sin mx dx . (2) 

n Jo 

有时用等价的复数形式的 Fourier 级数 

/(®)~ f ； C m e im ^, 

Cm= hC J{x)e ~ imxdx - ⑶ 

如果/(幻是由实验得来的，有时仅测得有限个数据，根据这有限个数据，怎样 
求出渐近的 Fourier 级数来呢？有时 /( x ) 即使有解析表达式，但积分（2)， （3) 的原 
函数无法获得，因而必须进行数值积分，对于这两种情况，一般都用以下的方法来 
处理. 

假定在 [ 0 , 2 it ) 中给了 n (= 2 n ' + 1) 个点的函数值 
yi = f (^)，0 < ^ — 1- 
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而用 

及 


, 2 ^ 2 nlm 

° m ~ a "> = ^2^^ cos -T- 
1=0 

,, z 2 . 2 nlm 

bm^b m = -2_^yi sm-^— 
1=0 


来近似计算与 &„». 也许会出现这样的错觉，少取几个数据，利用现代计算工具 
多算几项 d , 则 


y + (° m cos 1711 + & m 8 in rnx ) ⑷ 

会更精确地逼近于 f { x ). 这是不对的，如果仅给了 n 个数据，即用 n 个点的函数值 
来近似计算 a ™ 与 & m . 过多的计算不但不能增加精确度，反而会增大误差，甚至于 
变成荒谬的结论.其理由是 b' m = y n+m (m = 1, 2, •••)， 所以级数 

S ( a m cos mar + fc^sin mx ) (5) 


是发散的.因而一直算下去，所得出的结果将大大偏离于原来所给的函数/020(特 
别当/ ㈤ 是有一定光滑的函数，例如连续，可微商等).我们可以证明最好是算到 
n 项，多算则浪费精力，造成更大的误差，少算则没有充分利用数据. 

用初等指数和的方法来处理这一问题，方法是离散性的，并且亦易于计算，先 
从复数形式的 Fourier 级数演 算起： 假定在区间中给了函数 /( z ) 的 n (= 
2 n ^ + l ) 个数据 

/Owl\ 

= 0, ±1, • •• , ± n '. (6) 

\ '•/ 

利用公式 


if ㈣ 

n -乙 


0，若 n t m , 
1，若 n | m . 


⑺ 


可以从 


Vt= Y. C' m e^ Um l n ,\l\^n' (8) 

定出來定的方法 是：以 乘⑻式，并对 Z 求和，由⑺得出 

n ' n ' n ' 

^2 yi e- 25,<< « /n = Y 1 C '^ ^2 e 2"i("i-g)I/n = „ 


⑼ 
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因此建议我们用 

n ， 

Sn(x)= C m ^ imX ， 

1 n， 

C' m = - E W e_2,tilm/n (10) 


来逼近 fix ). 我们现在来估计 S „ ⑷与/⑷的误差. 

定理1 假定/⑷在 [- oi . il ] 中有 2) 阶连续微商，而且是以 2 n 为周期 
的函数，并且假定 

|/(”(*)| < C , 

则 

_-知⑷ l< (r 一^ r-r ⑼ 

证已知 

/(*)= E 

Cm^£j(x)e~ imx dx. (12) 

分部积分 7* 次得 

C ™=2^ / 

立刻推得 

|Cml ^ 

因此 


|/(*)- E 。十 f ； 厂 f 

m=—n' m=n , +l ' 71 


一 ( r _ l ) n ,r _: 


当 | m | < n ' 时， 


Cm-C' m =C m -^ we- 2 —/" 


( 13 ) 
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l=—n’ g=—oo 

n - ^ 它 C g 乞 e 2 * <(,_m)I/n 

g=—oo l=—n' 

n _ Cq ' 


|C m -Cj< 'Z^Cm+ntl 
这儿订表示和号中除去 f = 0 —项.因此 

I E fl f ； ， |C m+nt | 


< E E 


^2 C f ： 


2 C 


F 、 (r - 


(14) 


么 |m + nt| r 

(任一整数 / 可以唯一地表成为咐 + m (| m | < n 1 ) 的形式，但* # 0,这表达除去 
| Z | < n ' 以外的所有整数，故得所云 .） 

因此由 (12), (13), (14) 得 

'^- S ^< Tr -§- r - i - 

在实际计算的时候, S n ( x ) 还可以表达得更简单些. 

n 1 1 n 1 n r 

Sn{x)= = - E E yie- 2Mm ' n ^ 

m =— n ' m =— n ' l =— n ' 

=~ ^2 VI ^2 g i (*-2^/ n)m 
l =— n ' m —— n ' 

J n ' 8 infn / + ij ( x - 2« Z / n ) 

E 讲- 


1 n 


sin—(i — 2 nl / n ) 

n (备 nx — ni ) 


sin —(* — 2 ni / n ) 
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si 4 似 亡 (-心 

n i =- n ' sini(i — 2 nl / n ) 

附记 1 如果分点 

0 < xi < < x n < 2 ji 


不是均匀的，则可以由联立方程 


/ n 

y + 5 Z ( a rn cos 肅 * + b' m Bm mxi ) = y it 
■ (1 < i < n ) 

I n ' 

+ 二 ( a^cos mx + ft^sin mi ) = y { x ). 
消去 a ! a ， a ' m , b' m 而得出 2 /与 yi , …， y n 的关系 • 

五差分方法——连续与离散间 
一座常用的桥梁 


( 15 ) 


在微分方程的求解中，我们常用差分方法,这是一个应用十分广泛的方法.简 
言之，这一方法是将微分方程的求解问题化为代数方程（即所谓差分方程）的求解问 
题.为了简单起见,作为例子，我们现在扼要地介绍-下用这一方法来处理 Laplace 
方程的 Dirichlet 问题的过程.在求解差分方程时,我们将要谈到代数方法与 Monte 
Carlo 方法，并作一些分析比较. 

问 题：命 g 是一个有光滑周界的有界的平面单联通区域.在它的边界 r 上给 
了一个连续函数 /( x , y ), 求连续函数 u ( x , y ) 适合于 
⑴在 G 内满足 Laplace 方程 


( ii ) 在 r 上取己给函数/的值. 

关于 u 的近似求法的步骤 如次： 

I . 网格化.在平面上作与坐标轴平行的两族曲线 


x = mh,y = nh , 

这儿是某一正数，而 m ， n 过所有的整数值.这样的区域 G 当然为一些以/ I 为边 
长的正方形所覆盖.正方形的顶点称为整点.与 G 有公共点的正方形所成的区域以 
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G * 表之 • G * 是一多边形.命 Q 是 G * 的边界上的整点，假定 r 与 Q 的最近点是 
■ P (如果有许多点有相同的距离，则可取其中的任意一点)，我们定义 /( Q ) = /( P ). 
这样在的边界尸的整点上都有了函数值 f ( Q ). 

II . 差分化.用 



u ( a : 十 / t ， y ) - 2 u ( i , y ) + u(x - h , y ) 

及 

u ( x , y + h )- 2 u ( x , y ) + u ( x , y - h ) 
ft 5 

各代替二阶偏微商 g 及则 Laplace 方程可以改写为 

«(:，!/)= j [«(* + h , y ) + u { x - h , y ) 

+«( x , y + h ) + u ( x,y - h )]. (2) 

也就是在非边界整点 ( x , y ), 函数 u ( x , y ) 的数值等于其东、南、西、北四邻近整点 
的函数值的平均. 

III . 问题一变而为已知多边形边界整点的函数值而求内部整点的函数值的问 
题了，即问题化为求解线性方程组 （2). 

但是由此得到的是否会是矛盾方程组？是否仅有唯一的解？都是必须解答的问 
题.我们现在先举一个简单的例子，然后就直觉地看出一般的理论了. 

不妨取 h = 1 ,给了八点的函数值 u (2,0), «(1,1), u (0,2), «(-1,1), «(-2,0), 
«(-1, -1), «(0, -2), u ( l , -1)，求 «(0,0), u ( l ,0), tt (0,1), «(-1,0), tt (0,- l ) 五值① • 


①不难看出，对于这个例子，图3与 


图形是等价的. 
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将方程式全部 列出： 

«(0, 0) = ^( u ( l ,0) + u (0, l ) 

+ u (- l ,0) + u (0,- l )) 

«(1>0) = ^(«(2,0) + «(1,1) 

+ u (0,0) + u ( l ,- l )) 

«(0, 1) = 1) + «(0, 2) 

+ u (- l , l ) + u (0,0)) 
u (- l ,0) = ^(«(0,0) + «(-1,1) 

+ tt (-2,0) + u (- l ,- l )) 

«(0, -1) = ^(w(l,-1) + «(0,0) 

+ u (- l ,- l ) + «(0, -2)). 

由消去法得出 

«(0,0) =^( ti (2,0) + u (0,2)4 - «(-2,0) + u (0, -2)) 

+ i((u(l,l)+u(-l,l) 

+ «(-l,-l) + u(l,-l)), ⑷ 

«(1,0) = g «(2,0) + ^( u ( l , l ) + u ( l ,- l )) 

+ ^(«(- l , l ) + u (- l ,-1)) 

+ ^(«(0,2) + u (-2,0) + «(0, -2)) (5) 

等等. 

这些系数的意义是什么？我们以后再交代.先作以下的代数处 

理,把这十三个点的函数值作为一个列矢量的元素，则 （3) 式可以写成 
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' «(0,0) 
u(l,0) 
u(0,1) 
u(-l ， 0) 
u(0, -1) 

u(l ， l) 


r 0 i i i a 

1 4 4 4 4 

4 

拿 0 

4 

1 

4 

00000000 

looiiooo 

ijoooioo 

olioOO-O 

4 4 4 

ooiioooi 

4 4 4 


m(0,0) ' 

u(0,1) 
u(-l ， 0) 
u(0,-l) 
«(1,1) 

U (-l ， l) 

= 


1 


u(-l,l) 

u(-l ， -l) 



i n 



u(l ， -l) 



i u 



u(2,0) 


n 

i 


u(2,0) 

u(0,2) 



i 


«(0,2) 

4-2,0) 



n 1 


u(-2,0) 

.«(0, -2) 



u i 

i 


.«(0, -2). 


可以抽象得 

P Q\f u 
0 I )\v 

这里 t ； 是边界整点的函数值所成的列矢置，而 U 是“内部整点”的函数值所成的列 
矢量.这种表达法对一般的问题都对.它实质上表达了两件 事：⑴ 内部整点的函数 
值可以表为其东，南，西,北四邻近整点的函数值的平均 .（ ii ) 边界点仍然是边界点. 

因为一个整点只能是不超过四个整点的邻近点，所以方阵 P 的每列元素之和 
皆彡 1. 现在来证明户的每列元素之和皆< 1. 盖若不然，由于的元素只能取0 
与1/4二值，故 P 必包有子方阵 


( 6 > 

⑺ 


4 4 4 4 

1111 
4 4 4 4 

1111 - 
4 4 4 4 

1111 
4 4 4 4 

但是因为不能有两个不同的整点具有同样的东，南，西，北四邻近整点,所以这是不 
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可能的.因此 P 2 的每列元素之和皆< 1. 因此由三节可知 P 2 的特征根的绝对值 
皆< 1，从而 


而且 


P n = 0. 


Q + PQ + P 2 Q + -- 

收敛（收敛于7 - 户)- 1 ^^.将 （7) 式连续迭代 n 次得 



(+ PQ + P 2 Q + ■■• + P n - J Q 
(O 1 



命 n - > oo , 则得 


因此 


(:) = 


OQ + PQ + P 2 Q + - 
O I 



u = (Q + PQ + P 2 Q + ■ • - )v = (I + P + P 2 + ■ • ■ )Qv. 


⑻ 


这就是问题的解答.也就是当给了边界整点的函数值 r , 可以由 （8) 算出内部整点 
的函数值 u 来,这建议了以下的算法. 

⑷代数法•把 U 写成列矢童 ( ui ,-- , Ul y , v 写成 ( v lt ---, v k y , 如果内部整 
点① 与边界整点 Vi 相邻，则在 Q 的 ( t , j ) 位置记上1/4,否则记上 0. 如果内部 
整点叫 与巧相邻，则在 P 的 (i,j) 位置记上1/4,否则记上 0. 这样得出/>与 (?, 
用以下的格式算出 （8) 来. 


Qv 

P 

PQv 

Ri = Qv + PQv 

P 2 

P 2 Ri 

R2 = Ri+ P 2 Ri 

P 4 

p*r 2 

Ra = Rt + P*R^ 

P 8 

P 6 Ra 

R4 = Ra + P B Ra 



用到我们的例子上，由于 



①内部整点与边界整点亦分别记之为 U 1, - • ,U , 与 t ； l , •••,«»，请勿混淆. 
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所以 

Q + PQ + P 2 Q + -- 
= (/+|(P + P 2 ))q 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

6 

6 

6 

6 

12 

12 

12 

12 

7 

1 

1 

7 

13 

1 

1 

1 

24 

24 

24 

24 

48 

48 

48 

48 

7 

7 

1 

1 

1 

13 

1 

1 

24 

24 

24 

24 

48 

48 

48 

48 

1 

7 

7 

1 

1 

1 

13 

1 

24 

24 

24 

24 

48 

48 

48 

48 

1 

1 

7 

7 

1 

1 

1 

13 

24 

24 

24 

24 

48 

48 

48 

48 


必须指出，这儿所介绍的计算程序比解方程组的普通程序更快速些. 

现在再来看看 （4), (5) 中系数的几何意义，看一下 （4) 式中的^及士可能会 
想 到：由 （0,0) 出发到 （0,2) 有一条直路，到 （1,1) 有两条路“「”与“」”，一共有12 
条路，因而到（0, 2 )的可能性是士，而到 （1,1) 的可能性是盖=^等等. 

这种讲法是有道理的，但不易推广.请看下面的说 法：从 （0,0) 到其东，南，西， 
北各邻近点的可能性各占^但这四点均非边界整点，因而由 （0,0) —步到达边界 
的可能性是零. 

任何一内点到其四邻点的可能性都是 I . 因此从 （0,0) 走两步，共16种可能 
性,其中到一顶点的各有一种（共四种)，到一边点的各有二种（共八种).进一步退 
—步仍在原点的四种.因此任意走两步达到每一顶点的可能性是&，达到每一边 
点的可能性是 ^ = 仍回原地的可能是1 
走三步不可能由 (0,0) 到达边界点. 

再看走四步的情况，走两步巳达边界的情况不谈了.后二步依然从（0,0)出发, 
但现在到边界点的可能性要乘上 | 了.即由 （0,0) 走四步达到每一顶点的可能性 
是 I 士，达到每一边点的可能性是 H 而返回原地的可能性是^ 

五步不能，而六步的可能性各为 ' 

111111 
42 16 ' 42 ' 8 ' 42 ' 4 ' 

等等•由 （0,0) 出发走奇数步达到边界点的可能性是没有的.走步达到每一顶点 





-30- 


华罗庚文集 


的可能是 

1 1 
4 ^ 16 ' 

达到每一边点的可能性是 

1 1 

4^"8- 

而返回原地的可能性是 

1 

因此，达到每一顶点的可能性是 


16 + 4'16 + 42 16 

= h{ 1+ \ + h + -) = h{}-\) = h- 

而达到每一边点的可能性是 



返回原地的可能性是 

^=° - 

这就是概率论中的随机游动. 

再看 （5) 式中_的意 义：由 （1,0) —步可能到达（2,0)，可能性是^由 （1,0) 
走一步不到边界点只可能到 (0,0), 可能性是 I ,以后的情况与从 （0,0) 出发相同.因 
此走一步以上达到 （2,0) 的可能性是 | 总的可能性是 


1 1 1 13 

4 + 4'12 = 48- 


同样到（1，1)(或（1，-1))的可能性是 


4 + 4 6 = 24- 

到其他的边界点必经 (0,0), 因此就是 (0,0) 到达这些点的可能性乘以^即得 

1 j_ = 2. 11 I = i_ 

4' l 2 = 48^4'6 = 24' 

从这一简单的例子，不难直觉地看出一般的理论.这也建议我们用概率方法来 
解决 “Laplace 方程的边界值问题”.实质上,解决“差分化后的代数方程组”. 
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( B ) Monte Carlo 法（或概率法).我们先一般地定义二维随机游动 如下： 设有 
一质点从 G * 的某一整点出发，以等概率1/4向其东，南，西，北四相邻整点移动一 
步，然后再以同样的方式，从新的位置向其相邻的四整点处移动一步，如此继续下 
去， 

A 

图5 

直到达到某一边界整点，游动便告终止.设随机游动的一条路线是 



• A —* A\ Ai~i Q e r*, 

则定义随机变量的值为 

( = ^a) = f(Q) 

此处 f ( Q ) 为边界整点 Q 的函数值，若 Q 为边界整点，则定义 
C = C(7(j) = f(Q). 


随机变量€的数学期望 £；«) 即方程组 （2) 的解.换言之 

邮7>0)=这柳从‘))， 

^ *=1 

若 AgG * (9) 


及 

mM ) = /( Q ). 若 Ber , (10) 

此处 A n , A 12 , A 13i 4 14 分别为 A 的东，南，西，北四邻点. 

命 P (7 a ) 表示循路线 7 A 游动的概率.则 


因此 


P ⑹=去. 

桃 ㈤ 卜⑹， 


此处右端为对一切从 A 出发的游动路线求和.由>1出发，第一步必然是走到其东, 
南，西,北四邻点乂〜4 12 , 4 13 ,山 4 中的一个，然后再继续游动.因此 


雖 ⑹) =EE €(Xi“) 戶 M — A u )P^ Ali ). 
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由于/>04 — 所以 

4=1 y^n 

= jE^(7^))- 

*=1 

此即 （9) 式. 其次当 Q e 尸•时，只有一条游动路线，即停止不动.因此 
丑 (《(7 g )) = X ^(7<3) P (7 Q ) = f (7 Q ) = f { Q )- 

"IQ 

故得 （10) 式. 

设对 f 进行了 AT 次观察得到 

Cli … ， (n- 

则根据大数定律可知，对于任意 e > 0皆有 

因此当 TV 充分大时 

1 N 

就可以作为 E ( G ( 即解答）的近似值. 

随机游动一般是用物理方法或者用数学方法产生的随机数来实现的.在此不 
详谈了.这里说一个通俗的 办法： 用粉笔将 G * 画在围棋盘上.如果要求某点的函 
数值，可以先在此做一记号，再放上一个棋子，用标有东，南，西，北的正四面体骰子 
(见图 5) 投掷，如果落地的一面是东（或南，西，北)，则向东（或南，西，北）走一步， 
再掷再走，一直到达边界为止.这样便得到一条随机游动，边界点的函数值即游动 
的随机变量的值$进行充分多次的游动（设为 iV 次)，记下 < 对这 W 次游动的值 

其算术平均就是所欲求点的函数值的近似值. 

结论差分方法的误差由三部分构成 ： （〖）网格化时，移动边界值所产生的误 
差 . （幻差分化时，把微商换成差分的误差 .（ m ) 解差分方程时，代数法产生的是普 
通的误差，而 Monte Carlo 法产生的是概率的误差. 
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因此 ， Monte Carlo 法的误差比代数法的误差更大些，亦更不可靠些.但另一方 
面 ， Monte Carlo 方法的计算程序特别简单，而且如果我们只需要求得某些整点的 
函数值，而不是全部整点的函数值，用这一方法就更加经济了. 


六解析表达式-一有时会引入迷途 


有些解析公式看来不错，似乎是很解决问题的，甚至于彻底解决问题的.但如 
果不假思索地加以运用却会引入迷途.如果较全面地理解“连续”与“离散”间的 
关系，这些失误是完全可以避免的！并且与此相反，反而有相辅相成之妙，也就是解 
析表达式可以启示新计算方法的苗头，而不仅仅是理论上的重要性而已.我们仍旧 
以 Laplace 方程的 Dirichlet 问题为例子，并且取区域为单位圆. Laplace 方程的极 
坐标形式是 

+ = 0 - ⑴ 

问题求连续函数 u{p,0), 它在单位圆内适合 （1), 而在圆周厂上与已给的连 
续函数相符合.即 

«( p ,0)| p=i = <p(0). (2) 


今后常假定为 [0,2^] 中有 O 2) 阶连续微商，而且是以 2 n 为周期的函 
数，并且假定 \^ r) [0)\ < £7.将展幵成 Fourier 级数 


ip {&) = V + 53 C ®™ 008 ^ + 6 m sin m 0), 


此处 


V 3( fl)cos m 6 dB , 
y >( tf)sin m 6 d 6. 


容易看出 


p m cos mO, p m sin mff(m = 0， 1, 2, …） 

都是⑴的解，而且分别以 cosm 0 与 smm0 为边界值.因此可以希望 

u(p, 0) = ^ + ^ ( a m cos m6 + b m sin 


为⑴适合⑺及⑶的解.由于 


0‘=°(忐)’ 


⑶ 


⑷ 

(5) 

⑹ 
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所以易见⑹的解是⑴适合 （2) 及 （3) 的解.因为 

•+ I ： 广一 = <1^)4 

_1 — pcoa 0 1— 1 — p 2 

_ l -2 pcose + p 2 ~2 = 2(1 - 2 pcos 0 + p 2 )' 

所以由⑷，⑹得 

1 产 「1 00 -I 

=~ J fW |^2 ( cos cos mi/i + sin mO sin dij ) 

I r2n 「 1 00 1 

=- J o 1^2 + X ) P TO cos m {9 - ^)J drp 

= 2S iy W l-2 P c^/-^ + ^ - ⑺ 

这称为 Poisson 公式. 

这是解答 u { p , 9 ) 的解析公式.这公式的确很不错.似乎都把问題彻底解决了. 
但是仔细想一下，是否真的解决问题了呢？如果4分）给了之后，能够算出积分 
(7)( 即找到原函数)，则问题的确圆满解决了.但如果算不出积分 （7)( 这种情形比能 
算出的情形多得多)，或者当边界值仅仅由实验给出了若干数据时，就产生了如何近 
似求解 u ( p , e ) 的问 题了. 很自然地会想到用数值积分的方法来近似计算 （ 7 ). 我们 
将在下面指出这样做会导出很荒谬的结论来. 

⑴矩形公式建议我们用 


T n (p,0) - 




来逼近 u ( P , e ), 现在来看看当 P - 


先 t 制= 


00,当0 = 

#0 (0 < i < n ). 
因此用 T n ( p , 0 ) 来逼近 u ( p , 0 ) 是十分荒谬的 • 


— 2 p cos (汐—+ p 2 

-0 时的情况： 

, 2x1 


0,当以^ 

或沒 = 而 。 (0 ^ ^ < n )> 


2 nl 


⑻ 


⑼ 
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其中 


(ii) 我们在 Poisson 积分中，用阶梯函数 

竽)， 

( 0 <2<n) 


来代替 m- 换言之，用 


Rn(p,0) 


y •( 分 )(1 - p 2 ) 


来逼近 u(p,0). 由于 


取虚部即得 


Rn(p>^)=Yl 


2n J 0 1 — 2p cos(V> - 0) + p 2 

oo 

s , 

f2nl\ 


I ，字 


P 2 


2n 7 m. 1 - 2p cos(0 - ^) + p 2 


dip 


伽 

每 (“ iw ，） 

(2m\\ _ t ” in (V _0 ) 

_Kv)) tg 一 (-手 

取 e = C(l-p)<a> 0 .则 


( 10 ) 


( 11 ) 


(12) 
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换言之，当 P — 1-0, 0 — 0 时，^可以趋近于卜 |，|J 中的任 意值. 

因此若 0。= ^，而且 y >( 2n (: ” ) . 沪 (^)(0 C < »)，则当 P —* 1-0, 6 —* 6 0 
时， Rn ^ O ) 的极限是不存 在的. 所以必须给趋限的方法以限制.例如规定趋限是延 
着向径的方 向等. 而且可以证明，虽然如此，用 Rn ^ e ) 来逼近 U ( p , e ), 精密度仍然 
是不高的.在此就不作详细讨论了. 

以上这两个从解析公式出发的近似计算方法都没有下面这个初等方法更为精 
密些. 

设给了 r »(= 2 n ' + 1) 个点的函数值 


则如（四）所示.命 




n , 

Sn(0)= E 4 ，， 

C ' m =^ Y . y ie -滅 m/n ① 


(13) 


如果 V >(0) 在中有 O 2) 阶连续微商，而且是周期为 2 ji 的函数，并且 
有|#)⑹ | < 则 




(14) 

命 

s n { P , e )= X ： 

(15) 

则 



所以 

㈣ "祕 邮 



①为简单起见，我们用复形式的 Fourier 级数.复形式与实形式的 Fburier 级数的关系为 
Cm 一 访 m)i 

C-m (am + «bm)(m = 1 ， 2, … )■ 
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4C _x_ 
<(r —l)n 卜 1 2n 
4C 

(r — ljn^ 


2n f_ x 1 — 2p coa(0 - 


( 16 ) 


在实际计算时，因为 


亡 e —* p |m| = 亡 ( e fa p) TO + Y, (e - 〜 ) m _ 1 

m =—( m =0 m =0 

1 - c <(i+i)xpl+i i - e -i(J+D*^+i ^ 

= ~ l - pc **~ + ~"1-/»-** 

2 — 2pf +1 coa{l 4 - l)x — 2p cos x + 2p t+2 cos ix 

1 — 2p cos x + p^ 

_1 - P 2 - 2p ,+1 COB(J + 1)1 + 2p <+2 cos lx 

l — 2p cos x + p* 


所以 


SJj> ， 0)= E ^ E 

m=—n* /=—n* 

4 i > e X-vhw 

l=-n' m=—n* 


1 n， 

4 5： 


p 2 — 2p n，+1 co8(n / + 1) (0 — 
+2p n ’ +2 cosn’(d — $) 


- 2p cos 




(17) 


+ P 2 


总之,我们得到 

定理 1 命 u ( M ) 为方程⑴满足（ 2 )的解，此处 _) 为有心 2) 阶连续微 
商，而且是有周期 2 JT 的函数，并且假定 C .贝 IJ 


| u (以) - : 

W 


n 

n l -2^ cos ^-^+ p 2 
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2p n+2 cosn' | 

: - v ) 1 

U 4C 

l — 2p cos ( 

( e - 

K 

-宇) J 

| (r - ' 


七一致分布——数论方法与 
Monte Carlo 方法 


要计算函数/⑷在[0，1】上的积分，我们可以把 [0,1] 分成 n 等分，取分点的 
函数值的算术平均，用来作为 / Or ) 的积分的近似值（矩形公式)，这就是化连续为 
离散的方法.实际上,不仅等分点有这样的性质,凡是适合所谓“一致分布”条件的 
点列都有这个性质.粗略地说，一致分布的意义是说点列落在 [0, 1] 中任何一点附 
近的可能性都是相等的.严格地，可以定义 如下： 

命 a : 〆 〗 = 1，2，...） 是 [0, 1] 间的一个点列， a 为适合 0 < a < 1 的任意实数， n 
个点心,…落在分区间中的个数用 N n ( a ) 表它.如果常有 

^^ = o, (1) 

则称点列 = - [0,1] 中一致分布 • 

关于一致分布有如下的判别条件. 

定理1点列 


®ii • • • 1 x m , • • • , 0 < z m 彡 1 


( 2 ) 


是一致分布的必要且充分的条件是对任一在 [0, lj 上可 Riemaim 求积的函数/(岣 
常有 

证先证明，如果是一致分布，则 （3) 式成立. 

1) 取 /( a ;) 是如下的函数 


如此则 


/⑷ 



C, 

0 , 


若0 < x < a , 
不然. 


lim 


/( gi ) + ••• + f { x n ) _ 


C lim 


N n ( a ) _ 


f ( x ) dx . 


所以，对于这样的函数 f ( x ), 定理真实. 
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2) 如果⑶式对于 / i ,•••,/« 成立，则对 Cj/i + •••+ c a / s 也成立，因此⑶式 
对所有的阶梯函数也真实. 

3) 习知,如果/是一 Riemami 可积函数，则任给 £ > 0,皆有二阶梯函数％⑷ 


及 色⑷使 

<Pe(x) ^ f(x) ^ 1, 

⑷ 

且使 




f (^e(x) - Ifie(x))dx < e. 

(5) 


由 2) 已知本定理对 武 (*) 及 < fi e ( x ) 真实，所以 


J o <Pe(x)dx = ^lim^ ^[¥>e(xi) + • • • + Ve(2Cn)l 
< + ••• + f( x n)] 

彡 J 1 ^ + "' + 步“ 1 ")】 

= J ^ e (x)dx. 

故得 

这证明了定理的必要部分. 

定理的充分部分的证明极为容易，仅取 


/(*) = 


0 , 


若0 < I < a , 
不然 • 


(3) 式就变为 



定理证完. 

显然，一致分布的定义与它的判别条件可以很容易地推广至多个变数（髙维单 
位立方体）的情况.由定理1可见，数值积分方法实依赖于一致分布点列的选取. 
怎样选取最好的一致分布点列就是数值积分的中心问亂习知,对于计算 [0,1] 中的 
积分，用等分点是能够导出最精密的误差的（指误差的阶).但在多变数的情况，如 
果用等分点来进行计算,误差依赖于积分的重数，详细言之，固定分点的个数，则当 
积分的重数增加时，误差亦随之而迅速增加.或者可以说，当要求有一定的精密度 
时,则必需分点的数目随着积分重数的增加而迅速增加.因此用这一方法来处理髙 
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维空间的数值 积分， 计算置十分巨大，而难于实现.具体地说，对于 S 重积分，欲误 
差的精密度达到 0( l / n ), 则分点的个数需要 

近年来发展起来的 Monte Carlo 方法，是常用的髙维空间的数值积分方法.即 
随机地取 n 个点… ,4 k) ) (fc = l ,2 1 .., n ), 然后以这 n 个点的函数值的算术 
平均来逼近积分，所谓“随机”的意思是指取每一点的概率都是相等的.这样，当 n 
充分大时，就可能达到一定的精密度.随机取点的方法一般都是在计算机上用数学 
方法来实现的.而这些数学方法多为数论方法，特别是同余式的方法 . Monte Carlo 
方法的优点在于在机器上运算的手续简便，收敛速度虽然比矩形公式快些，但是由 
这一方法得到的只能是概率的误差而不是真正的误差. 

所谓数论方法，即按照事先选定的最佳分布的点列上的函数值所构成的单和来 
逼近多重积分.因而得到的误差不再是概率的，而是肯定的,不仅如此，这些肯定的 
误差竟比概率误差还要好些，而且可以证明，对于某些函数类来说，这种通近的误 
差的主阶已经臻于至善了.具体地说,误差的主阶与单重积分是一样的. 

例假定 , x s ) 为各变数皆有二阶连续微商的函数.且各阶微商皆为 
各变数有周期1的函数，且 

~ ^ 5 | < C '(2 n ) r (* 1 + ... + i 5 = r , 0 < r < 10, 2^ ij ^ 0). 


则 



f ( xi , - - - , x s )dxi • • • dx 5 


15019 / 

iE/( 

*=i 、 


k 10641 fc 2640 A : 6710 fc 
15019’ 15019 1 15019'15019' 




<0.0032 




C . 


必需指出，数论方法不仅在数值积分方面有用，而且可以用于函数通近论及积 
分方程的渐近求解等方面.例如，我们可以证明，适合某些光滑条件的各变数皆有 
周期为1的函数，都可以用一个三角多项式来逼近,而逼近的主阶不依赖于函数的 
变数的个数.关于这些方面，请参看⑴. 

[1] 华罗庚，王元,数值积分及其应用，科学出版社， 1963. 

[2] 华罗庚，高等数学引论，科学出版社， 1963. 


(原载1963年1月“科学通报”） 
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关于在等高线图上计算矿藏 
储量与坡地面积的问题® 

§1引 言 


感谢我国的地理、矿冶与地质工作者们，他们向我们介绍了不少计算矿藏储量 
与计算坡地面积的实用方法，使我们能学习到这些方法，从而进行了一些研究.作 
者试图在本文中对这些方法进行比较，阐明它们相互之间的关系，与这些方法的偏 
差情况，并提出若干建议. 

关于分层计算矿藏储 ft 方面，在矿体几何学上（见 [2] 〜 ⑷）有 Ba yMaH 公式， 
截锥公式与梯形公式.设用它们算出来的矿藏体积分别为 Vl 与 V2 . 本文证明了 
它们满足不 等式： 


« < Vl < V2, 

并且完全确定了取等号的情况.关于这三个公式的比较问题，作者认为主要应从童 
纲来看，因此我们认为 Eay MaH 公式的局限性较少. 

本文提供了一个双层合算矿藏储童的公式，这个公式的获得首先在于我们找到 
了 BaywaH 公式的一个新证明.这个证明既简单，而又易于进一步改进.它的优点 
在于比 Eay M aH 公式麻烦得并不很多，但比 Eaywan 公式多考虑了一些因素，同时 
也比 C 0 6 0 Ji eBCKH a 公式（即通常的双层合算矿藏储量的公式，见 [2] 〜 ⑷）多考虑 
了一些因素.我们推荐它供我国矿藏储量计算工作者参考或试用. 

关于坡地面积的计算方面，在地理学上常用 Bo^kob 方法（见 [5]-[6]); 在矿体 
几何学上，则常用 EayMaH 方法（见 [1]~[2]). 本文指出， BayMaH 方法比 Bojikob 方 
法精密，但用这两个方法算出的结果常比真正的结果偏低.本文完全定出了能够用 
这两个方法来无限精密地计算其面积的曲面及指出这两个方法的偏差情况.详言 
之,偏差依赖于曲面上点的倾角的变化.只有当整个曲面上各点的倾角都相差不大 
时， BOJtKOB 方法才能得到精确结果，而只有当曲面在相邻两等高线间的点的倾角 
的变化不大时, Baywan 方法才能给出精密的结果，然而在其他情况下，用这两个方 
法的误差就可能比较大了，因此我们建议在等高线图上通过制高点引进若干条放射 
线，当曲面与直纹面相近时，可以分别求出相邻两条放射线间的表面积，然后总加 
起来.如果相邻两条等髙线间与相邻两条放射线间，曲面的倾角的变化都比较大时， 

①与王元同志合作. 
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可以分别算出由放射线及等髙线所织成的每一小块的表面积，然后总加起来.这样 
算出的结果，偏差就比较小了. 

§2矿藏储量计算 

1. BayMaa 方法 

假定有一张矿藏的等髙线图，高程差是/^地图上所表示的 一圈， 实际上便是 
一定高程的矿体的截面积.我们来估计两张这样的平面之间的矿藏的体积.这两张 
平面之间的距离便是髙程差 h . 我们以 A , B 各表示下、上两个等髙线圈所包围的 
截面（见图1，它们的面积亦记为 A,B). Bay MaH 建议用 

v=^A + B)-^^h ⑴ 

来估算这两个髙程间的一片的体积 i ;， 此处 T(A,B) 是用以下方法所画出的图形的 
面积，称它为 BayMaH 改正数. 

如图 2 中，从制髙点 O 出发，作放射线 OP, 这放射线在地图上 A B 之间的长 
度是另作图 3,取一点0 7 ,与 OP 同方向取 O'P 1 = I.当 P 延着乂的周界走一 
圈时，产也得一图形，这图形的面积就称为 BayMan 改正数.因为它依赖于两截面 
>1与所以我们用 T(A,B) 来表示它. 



图1 图2 图3 


把算出来的矿体体积一片一片地加起来，就得到矿藏的体积换言之，设矿 
体的等高线图的 n +1 条等高线所围成的面积依次为 5 0 ,5 i , •■ - ,5„,则矿体的体积 
V 由下式来近似 计算： 

„ = + T(S„,S„ +l ), (2) 

' m=l ' m=0 

此处 / i 为高程差（图 4). 

定理 ( BayMan ) 已知物体的下底>1与上底 B (其面积亦记为 A , B ) 均为平 
面，且 A 平行于为它们之间的高， 。为 B 上一点,若用任意通过 O 而垂直于 
B 的平面来截物体，所得的截面都是四边形,则物体的体积 W 恰如 （1) 式所示. 
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命高度为 2 的等高线的极坐标方程为 


p = p(z, 9) (0^0$ 2n), 

其中， p(z,0) = p(z,2n). 今后我们常假定 p(z,6) (0<9<2 n ,0< z </ i ) 是连续的， 
我们不妨假定 AS 的高程各为 0及 h . 并且记 


piW = p(o,e), Pi(0) =p(h,e). 


由假定可知 

p(z, 0) = ^P2(ff) + ~ h Z -pi(6) (0 < z < h). 

' 因此物体的体积为 



j: f: + ^-PiWydzdO 

報 /%?(_ + 全乂 2 %!叫 

一会[■乂 (仍( 0 ) _ wW ) 2 必] 

：^A + B)-^T(A,B). 


定理证完. 

2. BayMEH 公式，截锥公式与梯形公式的关系 

假定物体的下底>1与上底 S 均为平面，且4平行于 ft 为它们之间的高，0 
为 S 上一点，除 BaywaH 公式外，常用下面两公式来近似计算物体的 体积： 



截锥 公式: 
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Vl = ^(A + B + y / AB ), (3) 

梯形 公式： 

v^^^A + B ), ⑷ 

通常当> 40%时，用公式（3)，而当 < 40% B=r, 用公式⑷. 

定理1 不等式 

W ^ VI < «2 (5) 

恒成立，当且仅当物体为截锥，且此锥体的顶点至底面 A 的垂线通过点0时, t; = 
ui , 当且仅当 = B 时， vi=v 2 . 

证如 BayMaH 定理中的假定.由 BayMaH 公式及 ByHflKOBCKHit-Schwarz 不 
等式可知 


t»=^ J :( A ( 6 )+ 4 ⑼ + Pi{0)p2(0))dS 

^[\r^ 9)d0+ \r p22{d)d0 


'i\lc p2i{e)de r p22{0)d0 \ 


■hA + B + VAB) = vi, 


当且仅当 pi {6) = Cp 2 ( e ) (0 < 0 $ 2n, c 为常数）时，即当这物体为一截头锥体，而 
此锥体的顶点至底面 A 的垂线通过点 O 时,才会取等号（图 6). 



又由于 


： !l(A + B)-^A + B + VAB) 
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=^{Va-Vb) 2 ^o, 

所以 

Vi ^ V2 

当且仅当 A = B 时取等值，定理证完. 

关于这三个公式的比较问题，我们认为主要应该从量纲来看，面的量纲为2.所 
以把面的量纲考虑为1所得出的公式，局限性往往是比较大的. 

梯形公式是把中间截面看成上底与下底的算术平均而得到的，所以把面的量纲 
当作 1. 

BaywaH 公式则是将中间截面作为量纲2来考 虑的. 详言之，它假定了 p ( z ,6) 
为 p (0,0) 与 p ( h ,6) 关于 Z 的线性关系而得到的（见 1). 

截锥公式亦是将中间截面的量纲考虑为 2. 但比 BaywaH 公式还多假定了 
p ( O ,0) = cp { h ,0 )(O < ^ < 2 n ), 此处 c 为一常数. 

因此我们认为 Bay MaH 公式更具有普遍性，所以用它来近似计算物体的体积， 
一般说来，应该比较精确，但这并不排斥对于某些个别物体，用其他两个公式更恰 
当些的可能性.例如有一梯形，其上底与下底的宽度相等（如图7 所 示 ). 用梯形公 
式反而能获得它的真正体积，而用 EaywaH 公式与截锥公式来计算，结果就偏低了. 
不过,我们注意此时这梯形的截面的量纲为 1( 由于沿 J / 轴未变). 


图 7 

相对于 BaywaH 公式,我们还可以估计用梯形公式与截锥公式的相对偏差. 
例如当 < 40% ^即丑> 时，用梯形公式算出的结果相对于 
Baywaa 公式算出的结果的相对偏差为 

t, 2 _ v kA + B)h~l(A + B)h+ \T(A,B) 

A =— —— =1 -:-^- -r - 6 - 

V ~(A + B ) h -- T ( A , B ) 

T ( A , B ) 

~3 (A + B )- T ( A , B )' 

因为 T ( A , B )^ A - B(BP 

\ 乂 5 V ⑻一 P2(0)) 2 dfl Pi ， - - : P \{0)dB, 
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此不等式显然成立)，所以 

- A-B 
A ^2A + lB 

再以条件 B >^ A 代入，得 




3. 建议一个计算矿戴储置的公式 

BayMan 公式是假定 P (z ， 0) 为 p ( O ,0) 与 p{h,6) 关于^的线性关系而得到 
的.如果我们将两相邻分层放在一起估计，即已知相邻三等高线 p ( O ,0), p ( A ,0) 与 
p( 2 hj). 我们用通过 p( 0 ,e),p(.h,e) ^ P (2 M ) 的抛物线所形成的曲面/> = p{z,e) 
来逼近矿体这两分层的表面，因此我们建议用如下的计算方法. 

命 A , B ， C 分别表示连续三等商线所围成的截面（面积亦记为>1与 
BRB 与 C 之间的距离都是/ I ，则这两片在一起的体积可用以下公式来近似计算 


«3 =|m + 4 B + C )-^(2 T ( A , B ) 
+ 2 T ( B , C )- T ( A , C )). 


⑹ 


如果不计 （6} 式中的第二项，就是熟知的 Co 6 oji eB CKH » 公式.把二片二片的 
体积总加起来，就得到矿藏的总体积 V 的近似公式.换言之，设矿藏的等高线图的 
2 n + l 条等高线所围成的面积依次为 S 0 ' Su … , S 2 n , 而高程差为 h , 则矿藏的体积 
V 由下式来近似计算 


V =— ^So + S2n + 4 S2i+1 + 2 

_ 去[ 2 5 Z S 2 i +1) + 2 y ^ r (52*+ l , 524+2) 

L «=0 i =0 

i =0 J 


⑺ 


注意： 如果等高线图含有偶数条等高线，则最上面一片可以单独估计，其余的用公 
式⑺. 

定理2 已知物体的上底 C 7 与下底4均为平面， S 为中间截面（面积亦分别 
记为 C , A , B ), 且 AC 都与 B 平行,>1与丑之间及 B 与 C 之间的距离都是/^ 0 
为 C ? 上一点（图 8). 若用任意通过0而垂直于 C 的平面截物体，所得的截面的周 
界均由两条直线及两条抛物线所构成，则物体的体积 V 3 恰如 （6) 式所示. 
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~7^ T \ 

图 8 


证以0为中心，引进极坐标，命高度为2的等高线的极坐标方程为 
P = p(z,0)(0 < 0 < 2ji, p(z,0) = p(z,2n)). 

不妨假定 A , B,C 的高程分别为 0， h ，2 h , 并且记 

PiW = p(O,0), paW = p(h, 0), P3(0) = p{2h, 6) 


由假定可知 


p ( z ，设） 


m lW 

-生^ •穿仍 w 


因此物体的体积为 


p 2 (z,e)dddz 

\(z-h)(z-2h) 


- uyi ; 

z(z — 2h) 


■ P 2 ⑹ + 


2 沪 
z(z — h) 
2h 2 


PiW 

7? 3 (fl)l dz 


■\ J Q [去 dW + YgpiW + 去 dW + 去 PiW a >2( 沒) 
+ 吾 psWmW - ^Pi{e)p2{e)^d0 

h C[ p2i{e) 1 碰 ) 1 ^ g) 

- ^(PlW- P2{0)?~{P2(0)- PsW) a 
+ ^( Pi (»)- P 2 W ) 2 ] d 0 


⑻ 
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.^(A + 4B + 0-^(2T(A,B) 
+ 2T(B,C)-T(A,C)). 


定理证完. 


§3坡地面积计算 

4. BayMaH 方法及 Bojikob 方法 

现在先介绍矿学家及地理学家所常用的方法，假定地图上以为高程差画 
出等高线，今后我们常假定有一制高点，及等髙 线成圈 的情况来讨论（其他情况也 
可以十分容易地被推出来).我们假定由制高点出发，向外一 圈一圈 地画出等高线 
( in - l ), ( fn -2), …， （ i 0 ) (图 9) •记 （ lo ) 的度为0,而制高点用 （/„) 表之,它的高 
度是/ I ,⑹与 (/ i +1 ) 之间的面积用玖表示（即投影的面积). 



图9 


I . 矿体几何学上常用的方法的步驟 如下： 

a - Ci = ^(li + l i+1 )Ah (中间直立隔板的面 积)； 

Tl— 1 

b. + 就是所求的斜面积的渐近值 (Baywafl 方法). 

II . ikf 上常用的方法的步骤 如下： 

a. l = J 2 h (等高线的总长度 )， B = Y,Bi (总投影面积)， tga = 4^( 平均 

«=o j=0 ° 

倾角)； 

b . Bsec a = •/妒 + ( 勝 Z)2 就是所求的斜面积的渐近式 ( Bojikob 方法). 

附记 可以借商高定理，用图解法很快求出. 

这两个方法哪一个更好一些？这些方法给出的结果在怎样的程度上迫近斜面 
积？换句话说，当等高线的分布趋向无限精密时（也就是 ZJh 0时)，这些方法所 
给出的结果是什么？是否就是真正的斜面积呢？ 一般说来，答案是否定的，仅仅是 
一些十分特殊的曲面，答案才是肯定的.我们将在下面定出这些曲面，并将给出这 
些方法和实际结果的相差比例，同时指出避免较大偏差的计算步骤. 

5. Ba, B 0 与5的关系 
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以制高点 （ i „) 为中心 O , 引进极坐标. 命織为 z 的等髙线方程为 
p = p{z,0) (0 < d < 2 ji ), 

其中 p(z,$) = P ( 2 , 2ti ). 我们在今后常假定与 ( O ^0^2 n , 0^ 

z^h) 都是连续的.命為= Ai , 则4所包围的面积等于 
n 

\ j\ 2 {zi,e)dB, 

所以由中值公式可知 

Bi=\ J ta [p 2 (z i ,0)-p 2 (z i+l ,e))d0 

= -j\ { zl6)^^ld0 Ah, 

此处之 e [^,^+ 1 ], 而 d/i = 另一方面，认）的长度等于 

,,= L d,= r 旅 

由 BayMaH 方法所得出的结果是 

Ci = C + M Ah> 

这里用了中值公式,々 e [zi,z i+1 ], 因此当厶 /I — 0时， 

Ev / iT ^ 

<=o 

趋近于 _ 

这便是用 BayMan 方法萁出的斜面积，当 — 0时所趋向的数值. 

又易见 

B= ir p2Mde= i de i ~ p ^ dz 



(注 意： p(h,0) = 0) 及 dW 的极限应当等于 
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-1>广凇 + {%)、 

因此用 Bojikob 方法算出的斜面积，当仙 - 0时,所趋向的数值为 


BO = \{Io M Io~ P ^ dz ) + ⑽. 

由于 

^ = [(%) 2 + p2 ] dg2+2 %fz d0ds+ ( 1+ ( 砮 )V' 

所以斜面的面积5为 

为了比较 Ea, Bo 与5,我们引进一个复值函数 

/(Lpg + 士 + ⑶ ' (12) 

则得 k 2n 

B& = lo \Io ,( z ’ 0 ) 叫心， (13) 

BO = ^ f{z,0)dSdz[ (14) 

及 h ^ 

o 鄭陆. ⑽ 

因此显然有不等式 

BO < Ba < 5. (16) 

由此可见： （ i ) BayMaH 方法比 Bojikob 方法精密; （ ii ) 所求出的结果比真正的结 
果偏低 一些； （ iii ) BayMan 方法既然偏低，因此可以作如下的修改，即取 Q = UAh. 
这样既简化了算法而又增大了数值. 

现在来考虑 BO = S 及 BazS 的曲面,先讲下面的 引理： 
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引理若/⑻为区间 [ a, 6】中的复值函数，此处 a，& 均为实数，则等式 

| / f(x)dx^ = J |/(x)|dx (17) 

成立的必要且充分的条件是 /Or) 的虚实部分之比为常数. 

证命/⑷= p(x)e«(-),p(x) > 0,而 0(;r) 是实 函数. 显然如果0(幻 为与 x 
无关的常数，则 （17) 成立.反之，由于 

(| / ， ㈤―) 2 =// h /(x)7a0d®dy 

= J J p(x)p(y)e^ 6 ^~ 0< - v ^dx dy 

=2 JJ p(x)p(y)coa[0(x) - e{y)]dx dy, 

a^Ky^b 

l/(*)l 办 )=2 JJ p{x)p{y)dx dy 

a ^ x < y^b 

因而若 （17) 成立，则必 

cos(e( ： r) - e(y)) = l, 

即 0{x) s e{y). 此即引理所需. 

易知对于多重积分，引理依然成立. 

由引理可知 


B0 = | j: j: f(jn' 0)dx = j: j:\f(z, 0)\dx <W = S 
成立的必要且充分的条件为的虚实部分之比是常数 c, 则得偏微分方程 

〜⑻、4釕. ⑽ 

换言之，仅有适合这偏微分方程的函数 p = p(z,0), Bojikob 方法才能给出正确答 
案. 这当然要适合以下的 条件： p(/i，0) =0 ( 这是制髙点）及 P (O，0) = po{0 ) (这是曲 
面的底盘方程). 

我们并不解这偏微分方程,而从它的几何意义入手，把0与2看成参变数，即 
x = p cos 9, y = p sin 9, z = z, 

而 p 是 0 与 z 的函数，由 

% = % cose - pshl6 ' % = % s]n6 + pcose ' % = Q ， 
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dx 

Tz 


J^cos e, 


dy dp . 
d-z = d-z sm6 ' 


得知在曲面上的点 (9, z ) 的法线方向是 


dz 

Tz 


^ cos —geos 0 ^ sin 0, - p^y 

由 （18) 可知它与 2 轴的交角 a (即点 (6, z ) 的倾角）的余弦等于 
9 p 

cosa = r - 

是一常数.也就是说，这曲面的切平面与地平面（即 XI /平面）成一固定角度 a . 我 
们来说明这样的曲面的几何性质. 

从制商点向: cy 平面作任一垂直平面，这平面与该曲面的交线有次之性质.这 
曲线上每一点的切线与平面的交角为 a . 因此，它是一条直线. 

从任一平面封闭曲线（! 0 )作底盘，以任一投影在盘内的点⑷）作制高点.通过 
制髙点与底盘垂直的直线称为轴.通过 （ Z 0 ) 上任一点 A 作一直线，它在>1与轴所 
成的平面上，与底盘的交角是 a . 这样直线所成的图形便是适合 Bo = 5的图形. 

所以，如果有最高峰，而且向下看没有陡峭的角度，则仅有以下的曲面才能 
Bo = 5. 底盘是圆或圆的若干切线形成的多角形或一些圆弧及一些切线所形成 
的图形，轴的尖端在通过圆心而垂直于底盘的直线上（见图 10). 





图10 


通俗些说，只有蒙古包，金字塔和一些由此复合出来的图形，才能由 Bojikob 方 
法来无限逼近. 

但什么时候 S 呢？当然 Bo = S 的时候 Ba = 5除掉上面所求的曲面,还有 
其他曲面否？等等.有！证明如下，从 

加 = jT | = £ j: \f(z,6)\d^ dz = S 
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f : ( J : \ f ( z ,0)\ d 0-^ f ( z , e ) d £ l^dz = 0. 
因为积分号下的函数是非负的.因此对任一 Z 常有 


\ fM \ d 0 = 


/( M ) 叫 


因此当固定 z 时， f ( z , e ) 的虚实部分之比是常数，即方程 （ is ) 中的 c 是仅为 2 的 
函数.所以仅有下面的曲面才能 B a = S . 高程相同之处，曲面有相同的倾角.用通俗 
的话说，只有葫芦，白塔（北海)，才能由 Bay MaH 方法来无限通近 ■ 

现在我们来估计一下这两个方法给出的结果的偏差情况.假定曲面上点的倾 
角的余弦介于两正常数《与之间，即 


由此可得 




~ P t 










=y/l- ri 2 S. 

/ L ⑽ 


def o y](pt) 2+ {%) +p2d2 

=Vi- tj 2 s. 


因此 


B0> y/^ + ii-V^S = x/l + e 2 -” 2 5. 
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又因为1 > I ? > $ > 0,所以 

• < y/1 + ^-rf 2 

(将两端平方，此式即 （ J 7 2 - 0(1 - 铲）> 0) 即得 


B0 > ^5. 

V 

总而言之，我们证明了下面的定理. 

定理3若曲面 p = p ( z ,0 )(O ^ z ^ h , 0^0 ^2 n ) 上任一点的倾角 a 的余 
弦都满足0 < f < cos a ^ r ], 则不等式 


^5 ^ BO < Ba < 5 
V 


(19) 


成立. B 0=5 的充要条件是曲面的任意点都有相同的倾角， Ba =5 的充要条件是 
曲面在高程相等处的点有相同的倾角. 

6. 算法建议 

由定理 3 可以看出只有当曲面上的点的倾角变化不大时, Bo^kob 方法才能得 
到精确结果，而只有当曲面在相邻两高程间的点的倾角相差不大时， Baywan 方法 
才能给出精密的结果，然而在其他情况下，用这种方法的误差就可能比较大了. 

因此我们建议如下的 算法： 在等髙线图上（图 11), 通过制高点引进若干条放 
射线办， 0!, •••, 9 m - 1} 其中心的幅角等于放射线 9 j ,0 j+1 与等高线 
所围成的面积记为^ 被力，七 +1 所截取的一段的长度记之为 



方法 I . a . 込=(等高线图在放射线6与心 +1 之间的面 积)； 
•=o 

b . Ei = (中间隔板在两直立墙壁之间的面积之 和)； 


= J 2 y / D ] + E ] 就是所求曲面面积的渐近值. 
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方法 II. a. 巧 = l^Ah (中间隔板在两直立墙壁之间的面 积); 
b - = E E \/4+4就是所求曲面面积的渐近值 - 
与上段4^&方法可知 



=J: £ f(z,0)dzd0 


及 



n £ \f(z,0)\dz d 


( 20 ) 


( 21 ) 


分别为当 n -» oo, m -♦ oo 时， tri 与 a 所趋近的数（关于 f(z,0 ) 的定义请参看 
(12) 式) • 

显然 Bo 彡 A： 彡 S (见 (10)), 同上段的方法可知 K = S 的充要条件为曲面为直 
纹面.由于 (T 2 趋于真面积,所以方法II最为精密可靠. 
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谈谈与蜂房结构有关的数学问题 


人类识自然， 

探索穹研， 

花明柳暗别有天， 

漘诡神奇满目是， 

气象万千. 

往事几百年， 

祖述前贤， 

瑕疵讹谬犹盈篇， 

蜂房秘奥未全掲， 

待咱向前. 

楔 子 

先谈谈我接触到和思考这问题的过程.始之以“有趣”.在看到了通俗读物上 
所描述的自然界的奇迹之一——蜂房结构的时候，觉得趣味盎然，引人入胜.但 
继之而来的却是“困惑”.中学程度的读物上所提出的数学问题我竟不会，或说得 
更确切些，我竞不能在脑海中想象出一个几何棋型来，当然我更不能列出所对应的 
数学问题来了，更不要说用数学方法来解决这个问题了！在列不出数学问题，想象 
不出几何模型的时候，咋办？感性知识不够，于是乎请教实物，找个蜂房来看看.看 
了之后，了解了，原来如此，问题形成了，因而很快地初步解决了.但解法中用了些 
微积分，因而提出一个问题，能不能不用微积分，想出些使中学同学能懂的初等解 
法.这样就出现了本文的第五节“浅化”(在这段中还将包括南京师范学院附中老师 
和同学给我提出的几种不同解法.这种听了报告就动手动脑的风气是值得称道的). 
问题解得是否全面？更全面地考虑后，引出一个“难题”.这难题的解决需要些较 
高深或较繁复的数学.在本文中我作了些对比，以便看出蜂房的特点来. 

在深入探讨一下之后发现，容积一样而用材最省的尺寸比例竟不是实测下来的 
数据，因而使我们怀疑前人已得的结论，因而发现问题的提法也必须改变，似乎应 
当是： 以蜜蜂的身长腰围为准，怎样的蜂房才最省材料.这样问题就更进了一步，不 
是仅仅乎依赖于空间形式与数量关系的数学问题了，而是与生物体统一在一起的问 
题了，这问题的解答，不是本书的水平所能胜任的. 
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问题看清了，解答找到了 • 但还不能就此作结，随之而来的是浮想联翩.更丰 
富更多的问题，在这小册子上是写不完的，并且不少已经超出了中学生水平.但在 
最后我还是约略地提一下，写了几节中学生可能看不慊的东西，留些 P 且噃余味罢！ 
总之，我做了一个习题.我把做习题的源源本本写下来供中学同学参考，请读 
者指正. 


— 有 趣 

我把我所接触到的通俗读物中有关蜂房的材料摘引几条（有些用括号标出的 
问句或问号是作者添上的). 

如果把蜜蜂大小放大为人体的大小，蜂箱就会成为一个悬挂在几乎达20公顷 
的天顶上的密集的立体市镇. 

一道微弱的光线从市镇的一边射来，人们看到由高到低悬挂着一排排一列列五 
十层的建筑物. 

耸立在左右两条街中间的高楼上，排列着薄墙围成的既深又矮的，成千上万个 
六角形巢房. 



图1 


为什么是六角形？这到底有什么好处？十八世纪初，法国学者马拉尔琪曾经测 
量过蜂窝的尺寸，得到一个有趣的发现，那就是六角形窝洞的六个角，都有一致的 
规律： 钝角等于109° 28', 锐角等于70° 32'. (对吗？） 

难道这是偶然的现象吗？法国物理学家列奥缪拉由此得到一个启示，蜂窝的形 
状是不是为了使材料最节省而容积最大呢？（确切的提法应当是，同样大的容积，建 
筑用材 最省； 或同样多的建筑材料，造成最大容积的容器 .） 

列奥缪拉去请教巴黎科学院院士瑞士数学家克尼格.他计算的结果，使人非常 
震惊.因为他从理论上的计算,要消耗最少的材料，制成最大的菱形容器 （？）， 它的 
角度应该是109° 2 以和 70° 34彳这与蜂窝的角度仅差2分. 

后来，苏格兰数学家马克劳林又重新计算了一次，得出的结果竟和蜂窝的角度 
完全 一样. 后来发现，原来是克尼格计算时所用的对数表 （？） 印错了！ 

小小蜜蜂在人类有史以前所已经解决的问题，竟要十八世纪的数学家用高等数 
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学才能解决呢！ 

这些是多么有趣的描述呀！ “小小蜜蜂”，“科学院院士”，“高等数学”，“对 
数表印错了”！真是引人入胜的描述呀！启发人们思考的描述呀！ 

诚如达尔文说 得好： “巢房的精巧构造十分符合需要，如果一个人看到巢房而 
不备加赞扬，那他一定是个糊涂虫•”自然界的奇迹如此，人类认识这问题的过程又 
如此，怎能不引人入胜呢！ 


二困 惑 

是的，真有趣.这个十八世纪数学家所已经解决的问题，我们会不会？如果会， 
要用怎样的高等数学？大学教授能不能解？大学商年级学生能不能解？我们现在是 
二十世纪了，大学低年级学生能不能解？中学生能不能解？且慢！这到底是个什么 
数学问题？什么样的六角形窝洞的钝角等于109° 2纪，锐角等于70° 32'? 不懂！六 
角形六内角的和等于 （6 - 2 )»c = 4 n = 720。， 每个角平均120° ,而109° 28', 与70。 
32' 都小于120°，因而不可能有这样的六角形. 

既说“蜂窝是六角形的”，又说“它是菱形容器”，所描述的到底是个什么样 
子？六角形和菱形都是平面图形的术语，怎样用来刻画一个立体结构？不慵！ 

困恼！不要说解问题了，连个蜂窝模型都換不淸.问题钉在心上了！这样想，那 
样推，无法在脑海形成一个形象来.设想出了几个结构，算来算去，都与事实不符， 
找不出这样的角 度来. 这还不只是数学问题，而必须请教一下实物，看看蜂房到底 
是怎样的几何形状，所谓的角到底是指的什么角！ 


三访 实 

解除困恼的最简单的办法是 撤退. 是的，我们有一千个理由可以撤退,像这是 
己经解决了的问题呀！这不是属于我们研究的范围内的问题呀！这还不是确切的数 
学问题呀！这些理由中只要有一个拾头，我们就将失去了一个锻炼的机会.一千个 
理由顶不上一个理由，就是不会！不会就得想，就得想到水落石出来.空间的几何 
图形既然还属茫然，当然就必须请教 实物. 感谢昆虫学家刘崇乐教授，他给了我一 
个蜂房，使我摆脱了困境. 

画一支铅笔怎样画？是否把它画成为如图2那样？ 

o o 

图2 
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有人说这不像，我说很像.我是从近处正对着铅笔头画的.这是写实,但是并不 
足以刻画出铅笔的形态来.我们的图 1( 如第一节的说明）就是用“正对铅笔头的方 
法”画出来的，当然没有了立体感，更无法显示出蜂房内部的构造情况. 

看到了实物，才知道既说“六角”又说“菱形”的意义.原来是，正面看来，蜂 
房是由一些正六边形所组成的.既然是正六边形，那就每一角都是120° ,并没有什 
么角度的问题.问题在于房底.蜂房并非六棱柱，它的底部都是由三个菱形所拼成 
的•图3是蜂房的立体图.这个图比较清楚些，但还是得用各种分图及说明来解 
释 清楚. 说得更具体些,拿一支六棱柱的铅笔,未削之前，铅笔一端的形状是正六角 
形(图 4). 通过一刀切下一角，把三角形 ABC 搬置 AP ' C 处； 过 
AE,CE 切如此同样三刀，所堆成的形状就如图5那样，而蜂巢就是由两排这样的 
蜂房底部和底部相接而成的. 

因而初步形成了以下的数学问 题了： 



图3 图4 图5 


怎样切出来使所拼成的三个菱形做底的六面柱的表面积最小？ 

为什么说是“初步”？且待第六、第七节分解.下节中首先解决这个简单问题. 
(读者试利用这机会来考验一下自己对几何图形的空间想象能力.这样的图形 
可以排成密切无间的蜂窝 .） 

四解 题 

假定六棱柱的边长是1,先求 AC 的长度. ABC 是腰长为1，夹角为120°的等 
腰三角形.以为对称轴作一个三角形图 6). 三角形 ABB ' 是等边三角 
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形.因此, 



即得 AC = VS . 


把图5的表面分成六份，把其中之一摊平下来，得出图7的形状.从一个宽为 
1的长方形切去一角，切割处成边以为腰， f 为髙作等腰三角形. 问题: 
怎样切才能使所作出的图形的面积最小？ 



2 y (1 + x 2 ) - ^ = v^l +4 x 2 , 
因而三角形 APP ' 的面积等于 



问题再变而为求 

—^ \/l + 4x 2 

的最小值的问题. 

念过微积分的读者立刻可以用以下的方法 求解： （没有学过微积分的读者可以 
略去以下这一段 
求 

f ( x ) = -^x + \/l + 4 x 2 

的微商，得 

»// \ _ 1 丄 y/3x 

/(x) = _ 2 + v /l + 4 x ^ 
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由 f '( x ) = 0,解得 1 + 4a: 2 = 12 x 2 , 
V3 


= 万 


广 ㈤ ： 


V3 


Vl + 4 x 2 (1 + 4i 2 ) 3 / 2 一 （1 + 4x 2 ) 3 / 2 ' 


因而当 a: = 5时给出极小值 




V3 y/3 1 


这一节说明了当 x = ^ 时取最小值，即在一棱上过 a: = $处（图5中 P 
点）以及与该棱相邻的二棱的端点（图5中点）切下来拼上去的图形的表面 
积最小. 

用1表示三角形 APP ' 两腰的夹角 Z PAP 1 . 7 的余弦由以下的余弦公式给 
出： 

2(1 + i 2 )cos 7 = 2(1 + 1 2 ) - (1 + 4x 2 ) = 1 - 2i 2 , 

即 

cos7= ^r^rl/( i+ g = i 

因此得出7 =70° 32'. 

把问题说得更一般些，以边长为 a 的正方边形为底，以为高的六棱柱，其六 
个顶点顺次以 ABCDEF 标出（图 8) •过 B(m D 或 F) 棱距顶点为 -^= a 处及 
A,C (或 C，E 或 E , A ) 作一 平面; 切下三个四面体,反过来堆在顶上，得一以三个菱 
形做底的六棱尖顶柱.现在算出这六棱尖顶柱的体积和表 面积： 



图8 


体积等于以边长为 a 的正六角形的面积乘髙 6. 即 
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乘以即得 

^■ a 2 b . 


表面积等于六棱柱的侧面积 6 a6 加上六倍的 -^ a 2 也就是= -^ a 2 


6ab + = 


h ^)' 


五浅 化 


没有读过微积分的读者不要着急.在我解决了这问题之后，当然就想到了要不 
要用微积分，能不能找到一个中学生所能理解的解法.有的，而且很不少. 

方法一我们需要用以下的结果（或称为算术中项大于几何中项).当 a > 
0 , 6 > 0时，常有 

i(a + 6) > Vab, (1) 

当 a = &时取等号，当 a / 6时到不等号.这一结论可由不等式 

(v/5 -Vb) 2 ^0 (2) 


立刻推出. 

现在试来解决问®.命 2 :r = t - $(t > 0)，则 


/(x) = — 4 - 穿 \/l + 4x 2 

= u + 許 + S ) 
年 + 字 4 


由⑴得出 

并且知道仅当 


fix) > 2\ 


/(>/3-1)(>/3 + 1) _ 






y /3 + l 
~4~ 5 


n/34-I 

%/3-1 


(1 + VZ) 2 t 1 + \/3 


时取等号.即，当 


4 t 2 
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_1 [1 + _ 2 - y/2 1 

X ~2 L 2\/2 ~ 4(n-v/3)j 

=ifi±^ + i^U 丄 

2 V, 2y/2 2y/2 ) y/8 


时, /⑷ 取得小值 
方法二在式子 

[ A ( VT +4 x 2 + 2 x)i - n { y /\+ Ax 2 - 2 i ) i] 2 
=2(A 2 — n 2 )x + (A 2 4- n 2 )y/l + 4x 2 — 2A/x ^ 0 

中，取 2(A 2 - m 2 ) = A 2 + /i 2 = ^, 即得 

-ix + ^-v/T+4^ 彡 2A M = i/(A 2 + m 2 ) 2 - (A 2 - /x 2 ) 2 

/I r 1 

=742-42 - 

并且仅当 A 2 (Vl + 4x 5 + 2i) = Wl + 4x2 _2i) 时取等号，即 
(A 2 - n 2 )-</l + 4x 2 + 2( 入 2 + n 2 )x 
= — i\/l + 4a: 2 + = 0 

时取等号，解得: c = &. 

方法三命 2 a ; = tg 0,则 

" 、 _ I sin ^ + I v/5 l-8in0 , 1 + sin 0 

f[x) = - - - —av. - -— h 0 x - - - 

cos 6 cos 6 cos 9 


这儿 a + 0 = ^-, -a + 0 =^, 不难由此解得答案. 

方法虽是三个，实质仅有一条，转来转去仍然是依据了《 2 十& 2 - 2 ofr = (6-0) 2 ^ 

0 . 

南京师范学院附中的老师和同学们又提供了以下的四个证明（方法四至方法 
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方法四令 

V = ~ x +^— y/l + 4 x 2 , 

故 

1 v /3 /- 


y +2 x = : r ^ 1+Ax ' 

两边平方并加以整理得 


x 2 - 2 j / a : + | - 2 y u = 0. 

因为 a : 为实数，故二 

二 次方程 （3) 的判别式 


4 = y 2 - I + 2y 2 = 3V 2 - ^ 0, 
而 V 必大于0,因此1/的最小值是以此代入 （3), 则 
1 

x = — 

Vs 

y/l + ^x 2 = 2x + t, (t > 0) 
\-t 2 


方法五设 
由此得 

因此 

故 


^=4 r - = i ir - 


/(*) = 


Vs{t 2 + 1 ) 


= 1 ( y /3 + l ) t 2 + ( y /3- l ) 

_8 t 

=i[(^+l)f+(V3-l)i] 

>去 x 2y/(V3 + l)(y/3-l) =-^=. 


由此不难解出问题. 
方法六设 


2 x = tg 0. 


⑶ 
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y = /(*) 




4ycos 0 + sin 0 = y/3, 


\/1 + (4y) 2 sin(fl + <p) = Vi, 
这儿 p 由 tg p = 4y 决定 . 因此， 


sin(0 + ¥0 = 


h16y 2 、 


1 + 16y 2 > 3 ， 

故 y 的最小值为这时 tg ip= y/2, ctg (p = sin ( 沒 = 1 . 因此 


d + (p = 2kn + ^. (fe = 0,1, • • •) 

于是 tg 0 = ctg a : = |tg 0 

方法七 

首先证明，当 6 彡 1,* 彡 0 时下列不等式 成立： 

\/6(1 + x) - > Vb - 1; 

且仅当 x = 时等号成立. 

0—1 

证 

[(& -1)* - I] 2 = (6- l) 2 x 2 - 2(6 - 1)® +1 > 0. 
故 


(6 + l) 2 i 2 + 2(fc +1)®+1 ^ 4bx(l + x) >0, 

(6+1)2 ： + 1 > 2y/b{x+ 1) X y/xy 

b(x + 1) — 2y/b(x+Tj X y/x + X ^ b — 1. 

即 _ 

(y/b(x + 1) — y/x) 2 ^ 6 — 1 > 0. 

则 


⑷ 
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这样，不等式⑷得证.由此 

—•a:+ ^\/l + 4x 2 
=|[\/3(1 + 4a: 2 ) - \/4^2] > i x v^; 

仅当 4a: 2 = ^时（此时 6 = 3) 等号成立，即得问題之解. 

方法八（北京师范大学附属实验中学某高一同学的解法） 

由 

V = ~^x+ —y/l+4x 2 , 

清理方根号得出 

yi+xy= h + \ x2 ' 

即 

y 2 -\ = 

可知当 i = y=-L Bt , y 取最小值. 

读者试分析这些证法的原则性的共同点或不同点（例 如： 配方). 

六慎 微 

我们必须小心在意,不要以为前所提出的几何问题和我们上两节所讨论的代数 
问题是完全等价的了.在几何问题中，切割处不能超过六棱柱的髙度，也就是髙度 
6必须> 才有意义.如果6 < -^ a , 应当怎样切才对？是否就是通过上底的 

AC 及下底的 J5' 所切出的方法，共切三刀所得出的图形（图 9)? 



B- 


图9 
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从以上的问题立刻可以联想到，以六棱柱为基础，还有没有其他的切拼方法？ 
例如，不是尖顶六棱柱,而是屋脊六棱柱行不行？由四方柱出发行不行？用四方柱 
怎样切下接上最好？读者不妨多方设想.我现在举以下二例： 

1. 从边长为1的正四方柱的^处切下一个三角柱堆到顶上，对边也如此切， 
也如此堆上去（图10,参看图14)，堆好之后得一方柱上加一屋脊的形状.求切在何 
处，表面积最小？ 



图10 


假定在棱上距顶点 a ; 处切.一刀使侧面少去一个矩形，面积是 a : (并且同时还 
少掉两个三角形，但是把切下来的三角柱搬置顶上以后，此两个三角形仍为柱体的 
mm , 因此 实际上并没有少),添上三角 柱翻开后 暴露出 的两个侧面.其总面积是 
2^*2 + 1因此，问题成为求 -X + 2^3 + 1的最小值. 

不难求出，当 a : = &时， 此面积取最小值 

- SWi ^ + 去、- 士 + 忐 = 孕 

2. 如果把“切边”改为“切角”，即过两边中点及棱上距顶占为 x 处切下四面 
体堆上去的情况（图 11). 

—刀切去侧面两个三角形,其总面积为 2 xixx ^ = |； 添上两个边长为 

\j x2 + + 5 

的三角形（图 12), 其总面积是 

2x ^^ x \/ :c2 + ^-( i ^) 2 = 7 t x V ^+ I ' 
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问题成为求 

的最小值. 




2 + 71 


T2 X ^l 


/ 

l/VI 

7 

r 



/ 



不难求 出当; t= ； ^ 时， 即得最小值 


两种切法相比，前一法添上二块大小是 f 的面积，后一法添上四块大小是 




的面积.由于 




:#<2本違 


所以第二种切法更好些. 

把第一种切法讲得更一 般些： 四方柱的底是边长为 a 的正方形，髙是从四 
方形边的处及棱上 ^=a 处切下一个三角柱，堆到顶上.则所得屋脊四方柱的 
体积仍为 a 2 &， 而表面积（不算底面）为 


2x ^a 2 


：4a ( 6+ T a )- 


第二种切法的一般情况 则是： 四方柱的底是边长为 a 的正方形，高为 6. 从四 
方形两邻边的中点及 梭上； 处切下四个四面体,堆到顶上形成一个尖顶四方柱， 

其体积仍是 a 2 6, 而表面积（不算底面）是 4 ab+^=a 2 . 

八疑 古 


以上虽然讲了不少，我们还没有回答出“同样的体积，哪一种模型需要建筑材 
料最少”的问题.在处理这问題之前,先证明以下的不等式 
如果 a>0,6>0，c 彡0,则 

|(a + 6 + c) > (abc)i, (1) 






谈谈与蜂房结构有关的数学问题 


•69 


且仅当 a = 6 = c 时取等号. 

其证明可由以下的恒等式 推出： 

a+6 + c — 3(ofrc)^ 

=(a 备 +6 去 + ci)[a^ +6* +c^ — (aft)J — (bc)i — (ca)*] 

=^(a* +6 去 +c*)[(oi — 6*) 2 + (6* — c^) 2 + (c^ + a 去 ) 2 J. 

定理 1 体积为 V 的尖顶六棱柱的表面积（不算底面）的最小值是 3 s /2 Vi , 
而且仅当六角形边长是^1^,高度是时取这最小值（图 13). 




图13 



证由第四节已知尖顶六棱柱的体积 V 和表面积 S 各为 


即 

由公式⑴得出 


V=^-a\ 

S = 6a(b+-^=y 




I 2 


而且仅当 
也就是 


S >3 (^ X ^ X A a2 ) J=3v/5V " l； 
忌 = S’ 

°= vl vi ' 6= ^ 
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时 S 取最小值.但必须检验这是否适合于条件 

4 a; 

如果不适合，可能出现六节所指出的情况，而这个数值是不能达到的. 

这尖顶六棱柱的高度是6+ -^ a = 它的棱长高的是6 = -^= Vi , 低的 

是 6— ■^a = ^ y /3 Vi . 

定理2体积为 V 的屋脊四方柱的表面积（不算底面）的最小值是而且 

o 2/3 1 

仅当正方形边长是及檐高 — 的情况下取这最小值. 



m 14 


证由七节已知屋脊四方柱的体积 v 和表面积 s 各等于 


即 

由公式⑴得出 

而且仅当 
也就是 


V = a 2 b , 

S = 4a ( b +^- aj , 




2V _ y / 3 ^ 
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时取最小值.易见6 > 因此檐高等于 

4 V 3 

1 /gl/3 1 、 1 1 

b ~ \ 2 *^ ~ 2 4 / 3 3 2 /3 ) Vl = 21/332/3 

1 n 2/3 

脊髙为 b +-^= a = ~^ V ^. 截面如图15,即六角形的一半. 



图 15 


结论由于 

3V2<3hK 

所以在保证同样容童的条件下，尖顶六棱柱比屋脊四方柱用材要少. 

用同样方法不难证明，体积为 V 的尖顶四方柱的表面积（不算底面）的最小值 
是 3 V 2 Vi , 而且仅当正方形边长为 V 2 Vi 及檐高为 “0” 的情况下取这最小值.说 
得更淸楚些，这是个以 y /2 Vi 为底边长，以 p x $ x 为高的尖顶 

形,或即将菱形十二面体拦腰一截，所得之半.因此在同样容童下，这种容器和尖顶 
六棱柱用材相同. 

虽然如此，但实际测量一下，蜂房的大小与定理1中所给出的比例井不相食.经 
过实测, a 士 0.35 厘米， Mb+-^a = 0.70 厘米,而按定理1,6 + -^a = 

° x 0.35 士 0.38 厘米. 


= -^a+-^=a = 
v/2 v/8 




正是： 往事几百年，祖述前贤,瑕疵讹谬犹盈篇，蜂房秘奥未全揭，待我向前！ 
让我们再看看，添上一扇以底面作的“门”，问哪种形状最好？ 

先看屋脊四方柱,它是在体积为 


V = a 2 b 

的情况下求表面积（包括“门”在内） 

S = 4a(b + + ° 2 


的最小值.由 


5= ^ + (^ + 1 )° 2 ^ 3 [ v X ^(^ + 1 )° 2 ] 5 
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=3[2(n/3 + 2)]5V3 j 

并且仅当 

2V /V3 \ , 

时取等号，即 

a = [ 3 ^] [4(2 - 娜 “ 

时取等号.其时 

6= [4(2- U ]^ V! = (^) ivi - 

再看尖顶六棱柱.它是在体积 

V = ^ a a b 

的情况下求表面积（包括“门”在内） 

S = 6fl ( 6+ ^) + ^ a2 

s=2 2 x v /3 3v^y 

y/3 a [y/2 2 ) 

K 采4沿+¥)汴 

=3(2( v ^ + >/3)]* V *, 

是书脅 ， 

a =^( y / 3 - V 2 ) W ^, 

6= 3^ X (^71 j ^ X 2 ^ Vi 

= --- V 3 

2"3 x V3(v/3-v^)2/3 


的最小值.由 

且仅当 

即 


时取等号. 
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两下相比，由于 

3[2(V3 + 2)Js >3[2(\/3 + ^)]3. 

所以还是尖顶六棱柱来得好. 

对于尖顶四方柱而言，可以算出表面积（包括“门”在内）的最小值为3[2(2 + 
V2)]Wl 也没有尖顶六棱柱来得好. 

对于尖顶六棱， 

T = ~7=-尸土 0.64， 

6 y/3 + y/2 

与实测所得的^ = 0.6 相比相当接近.有没有道理？ 

九正 题 

由上可知，客观情况并不单纯是一个“体积给定，求用材最小”的数学问题，那 
样的提法是不妥当的.现在让我们来重提看看. 

把蜜蜂的体态入算.从考虑它的身长、腰围入手，怎样情况用材最省？ 

首先,那尖顶六棱柱所能容纳的“腰围”等于 y/3a(m 16), 长度是<>+ ：^仏另 

一方面屋脊四方柱的“腰围”等于长度等于 + 让我们在粗长各相等, 

即在 



图16 


y/3a = ai, 

6 + _ l_ a = 6l + _ i_ ai 

的条件下考虑问题.由于 

Si =4a x (&i + ~^ai) 

=4ai [( 6l + ^ ai ) + ( T -^ f ) 01 ] 
>4ai ( &1 + » = 4v/5a ( 6 + » 
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>6a (6 + = S. 

即在同长同粗的情况下,尖顶六棱柱比屋脊四方柱省料些. 

这建议了以下的 猜测： 

量体裁衣，形状为尖顶六棱柱的蜂房，是最省材料的结构，它比屋脊四方柱还 
要节省材料. 

再看带“门”的情况.仍然 


y / 3 a = ai, b + -^a = 6! + ^^_ax. 

但霈要比较 

4ai (6i + + a. 

Si = 

与 5 = 6a(6 + : 

b + -^a — 代入 5i ， 得 

= 6 ab + (土 + — ^― ^a 2 谁大. 以 ai = \/ 3 a , 6i 


a + 誉 a ) + 3 a 2 
+ 3) a 2 

>6ab+ (^ + ^y =s . 

也就是说，带上门，还是蜂窝来得好. 

这说明了生物本身与环境的关系的统一性. 

附记读者不难证明，如果我们考虑轴刻度不一致的正六边形（图 17), 
考虑由此所作出的六棱柱和尖顶六梭柱，我们不难证明，在体积给定的条件下，仍 
然以第八节中所得出的图形表面积最小. 




学过微积分的读者可以看出，我实在是在“分散难点”.确切地说,这是一个四 
个变数求条件极值的问题.四个变数是指 : r , y ， 2 轴各增加若干倍，并在某点切 下来; 
条件是等体积. 
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从以上所谈的一些情况看来，我们只不过从六棱柱（或四方柱）出发,按一定的 
切拼方法做了些研究 而已. 实质上，这样的看法未入事物之本质.为什么仅从六棱 
柱出发，而不能从三角柱、四方柱或其他柱形出发，甚至于为什么要从柱形出发？更 
不要说切拼之法也是千变万化了！甚至于为什么要从切拼得来！越想问题越多，思 
路越宽. 

把两个蜂房门对门地联接起来，得出以下两种可能的图形（图18、 19). 



图18 图19 


这两图形都有以下的 性质： 用这种形式的砖可以填满整个空间.有这样性质的 
砖，就是结晶体.图19所表达的其实就是透视石的晶体. 

两个屋脊四棱柱口对口地接在一起，两个尖顶四棱柱口对口地接在一起，各得 
黄赤沸石（图 20) 与锆英石（图 21) 的晶体图形.特别,两个尖顶形口对口地接在一 
起得一菱形十二面体，也就是石榴子石晶体的图形（图 22). 



图20 图；21 图22 


因而归纳出以下的基本问题： 

问题1 怎样的体可以作为晶体？也就是说，用同样的体可以无穷无尽地，无 
空无隙地填满整个空间. 

这是有名的晶体问题.经过费德洛夫的研究知道，晶体可分为230类. 

问题2给定体积，哪一类晶体的表面积最小？ 

问题3 给一个一定的体形，求出能包有这体形的表面积最小的晶体.例如, 
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图23给了一个橄槐或一个陀蜾，求包这橄榄或陀螺的表面积最小的晶体.把那晶 
体拦腰切为两段，那可能是蜂房的最佳结构了. 

为了补充些感性知识,我们再讲些例子. 

柱体填满空间的问题等价于怎样的样板可以填满平面的问题.以任何一个三角 
形为样板都可以填满平面（图 24). 任何四边形也可以作为样板用来填满平面（图 
25). 一个正六边形（或六个角都是120°的图形)，也可以用来作为样板填满平面 
(0 26). 



图23 图24 


在这三个图形中可以看出什么公共性质？例如图24的各边中点形成怎样的网 
格； 在图26中联上六边形的三条“对角线”得出怎样的图形？ 


为什么要求的只是填上整个空间或平面，而不是一个球或一个圆柱？ 


现在让我们以球为例来作一些探讨. 


0 


a 



a 



0 



图25 


例1 把球心为二十四等分.以球分为原点，引三条坐标轴，将球分为八等分 
(八个卦限，每个卦限一份）如图27;再从每片球面的中心向三顶点如图划分，共得 
24份. 


例2 把球分为六十等分.从球内接正二十面体（图 28) 出发，向球上投影得 
20个三 角形; 再把每一个三角形依中心到三角的联线分为三等分，因而共有60份. 

例3 把柱形直切成四 等分； 再切成片，每一个成一间房（图 29). 另一方法, 
作柱上开口像六角形的图形拼上（图 30). 
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图30 


(感谢许杰教授，他给我看到了古生物笔石的模型，启发出这一图象 .） 

由蜂房启发出来的问题，所联想到的问通何止于此！浮想联翩，由此及彼，花样 
其不少呢！据说飞机的蜂窝结构也是由此而启发出来的，但可以根据不同的要求， 
而得出各种各样的求极值问题来（例如，使结构的强度达到最髙的问题).就数学来 
说，由此可以想到的问题真也不少.本文是为高中水平的读者写的，因而不能不适 
可而止了.但是为了让同学们在进入大学之后还可以咀噃一•番，回味一番，我在此 
后再添讲几节.一来看看怎样“浮 想”； 二来给同学提供一个 例子： 怎样从一个问题 
而复习我们所学到的东西，这样复习就使有些学过的内容自然而然地串联起来了. 


十一代 数 

在阅读十二、十三节等内容以前，我们先来一段插话.这段插话可以不看.也 
许看了一下会觉得有些联系不上,但将来回顾一下,读者会有深长体会的！ 

经过旋转，平移，透视石（两个蜂房对合所成的图形）的表面积和体积不变.在 
第九节中曾经提出过把 x , y,z 轴各增长若干倍而看一个透视石体积及表面积的变 
化的情况.如果体积不变，怎样的倍数才能使表面积取最小值？这实质上是 求：在 
群 

x’ = aix + /3iy + ^i\z + ^i,y , = a 2 a: + 0 2 y + 72Z + 知， 
z 1 = «3X + 0sy + 732 + S3, 
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«i A 7 i 
OC 2 lh -12 

«3 Pz 73 

下，等价于一个透视石的诸图形中，哪一个表面积最小 • 

看来，对平行六面体的讨论可能容易些.用无数个同样的平行六面体可以填满 
空间 • 如果六面体的体积给了，怎样的形状表面积最小（或棱的总长最短，或棱的长 
度的乘积最小)？ 

讲到这儿，暂且摆下，慢慢咀嚼，慢慢体会这一段话与以下所讲的东西的关系. 
我们先看一批代数不等式. 

例1 求证 

2y/\ad — bc\ < y/a 2 + b^ + y/(P + (P, (1) 

而且仅当 I = $ 及问 =| C | 或 M = |6| 时取等 号. 

证* e 

(a 2 + b 2 )((P + d 2 ) =(od - 6c) 2 + (oc + 6d) 2 
> (ad- be) 2 , 

因此 

|ad - i>c| < ^/(a 2 + ^ 2 )(c 2 + <^). (2) 

y/\ad - 6c| \/a 2 + + cP 

+ v/c 2 + <?), 

即得所证. 

例 2 求证 

6-\/|a6 — M < 2\/a 2 + C 2 
+ \/a 2 + c 2 + 3(6 2 + d 2 )-2\/3(a6 + cd) 

+ yJa 2 +c2+3(lfl+<P) + 2y/3(ab + cd). (3) 

读者试自己证明此式，并且试证以下两不等式.最好等证毕后再看十三节. 

例3 求证 



16|ad — 6c| 3 <(a 2 4 - c a ){[a 2 + c 2 + 3(6 2 + d 2 )] 3 
— 12(a6 + cd) 2 }. 


⑷ 
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更一般些，有 

例4 当 n > 1时， 

|ad - 6c| n < f[ J(a 2 + c 2 )sin 2 " (2f w ~ 

—2(aft + cd)sin 

+(6 2 + ^)008 2 =^1)], (5) 
或 

|od — 6c| ^ ^ [ [(a 2 + c^sin 2 31 ^^ 1) 

-2(ai + cd)sm^ 21 ~ coa^ 21 ~ ^ 
n n 

+(6 2 + d 2 )cos 2 rt ( 2f ; ” j *, ⑹ 

(5) 式比 （6) 式难些，我们将在十四节中给以证明. 

十二几 何 

看看上节 （1) 式及 （2) 式的几何意义如何？在平面上作三点及 
B{c,d). 以 OA,OB 为边的平行四边形的面积等于 \ad - bc\,OA,OB 的长度各为 
Va 2 +b 2 , v / c ^ + (P. 所以上节不等式 （2) 的意义 是平行四边形的面积小于或等于两 
邻边的乘积. 

而不等式 （1) 的意 义是： 平行 四边形面积的平方根小于或等于其周长的四分之 
一，即四边长的平均值，并且仅当正方形时取 等号； 或者说 （1) 的意义也就是周长一 
定的平行四边形中，以正方形的面积为最大. 

再看不等式 （3)， 从代数的角度来看有些茫然，有些突然.但从几何来看却是 
“周长一定的六边形中，以正六角形的面积为最大” 的这一性质的特例.不等式⑹ 
也可以作如是观. 

这些结果的几何意义是明显的.但如果抛开几何，就式论式，从代数角度来看 
就有些意外了.实质岂其然哉，谬以千里！那不过是几何的性质用代数的语言说出 
而己. 
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( 0 , 0 ) 

图31 


这是“几何”启发出“代数”，但代数的考虑又大大地丰富了几何.由于几何平 
均小于算术平均，因此，由⑹式可以追问更精密的式对不对.要从几何角度直 
接看出 （5) 式来是不太容易的. 

不要说不等式 （2) 简单,推广到 n 维空间就有 


fl n, …， flln | n n n 

. I < 乞 a ? i 亡 <4 …亡 A . 

Onl, …， Onn I <=1 * =1 <=1 

这是有名的 Hadamard 不等式，但其几何直观已尽乎此点，对有丰窗几何直观的人 
来说此式之发明并非出人意料了. 正是： 

数与形，本是相侍依，馬能分作两边飞.數缺形时少直觉，形少教时难入撖.数 
形结合百般好，味裂分家万事非.切莫忘，几何代數统一体，永远联系，切莫分离 I 

十三推 广 

我们现在来证明十一节中公式 （5). 在证明之前，我们换一下符号.命 
A = o ? + ^,B = —ab — cd,C = b 2 + d 2 , 

因此 

(ad — be ) 2 = ( a 2 + c 2 )(6 2 + d 2 ) — ( a 6 + cd ) 2 = AC — B 2 . 

十一节的公式 （5) —变而为求证：如果 A > 0,407 — S 2 > 0,则 
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+ Ccos 2 fE ( H ^)]. 

这式子的右边用 _ p 表之，用倍角公式得 

P = fl + C) + B ain ^ 2l n ~ ^ 

=n[p- qcos ( 2 jt ( 义 - + ”)] ， 

这儿 


p=i(^ + C), q = yjB^ + \(C-A)\ 


及 

考虑 


[«-v exp(?5^ 一 )] [«-vexp (-- 和 )] 
=u 2 + v 2 -2uv cos(—+ ”)， 

这儿 e s 写成为 exp i , 如果取得 u，v 使 

u a + v 2 = p , 2 uv = q , 

则 P 可以写成为 QO , 其中 

Q = f [( u - ve — e 23 ^- 1 )/"). 

i=i 

当 n 是奇数时， 

Q = JJ ( u - vc ^ e 2 *^/* 1 ) =« n - v n e nir, , 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


P =(« n - 


切 )(u n - v n e _ ni ”） 
- 2 u n v n cosnr }\ 


⑷ 


即得 
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当 n 是偶数时， 

Q = 亡 ( t * - ve ^ e -^ e 2 ^^) 2 

l=i 

=[«? - 曼 j 2 = (u? +v5 e "W2)2 


即得 


P 


( tx n + t; n + 2u ^ cos 


" i ) 


我们现在需要以下的简单引理. 
引理当虹>»彡0及 m >2 时, 


( u ro - v m ) 2 ^ ( u 2 - v 2 ) m . 
这引理等价于，当 l >: r >0 时， 


(1 - x m ) 2 > (1 - z 2 ) m . 

证由于所以，若原式成立，应有 

(1 - x m+1 ) 2 > (1 - x m ) 2 > (1 - z 2 ) m (l - x 2 ) = (1 - x 3 ) m+1 . 

原式在 m = 2时显然成立.因此，由数学归纳法可以证明 （6) 式 
把这引理用到 （4) 式，当 n 是奇数时， 

P ^ u 2n + v 2n - 2 u n v n = ( u n - v n ) 2 > ( u 2 - v 2 ) n . 

由⑶及 （2) 可知 

( u 2 - t ; 2 ) 2 = p 2 - q 2 =^(A + C ) 2 - B 2 -^( A - C ) 2 
=AC - B 2 , 


即得⑴式. 

当 n 是偶数时，由 （5) 式 

P 彡 ( u n + w n - 2«> v ») 2 = ( u * — v ^) 4 
^(« 2 - v 2 )" = (AC - B 2 )^, 


(5) 




也得 （1) 式. 
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附记1当 m > 2时，引理中的不等式，当且仅当 v = 0时取等号，而 V = 0 
等价于 

9 = S 2 + j ( C -4) 2 = 0, 

即当且仅当 B = 0, A = C 时， （1) 式取等号.但须注意 n = 4 的情况必须除外（因 
为 m = 2 了)，这时取等号的情形应当是 cos = -1， 即》?=90。，及 A = 

回到原来的问题，当 n 尹4时， 

a 2 + <? = b 2 + d 2 , ab + cd = 0, ⑺ 

即十一节 （6) 式成立,而且仅当⑺式成立时取等号. 

附记2当 n = 4时,不等式十一节 （5) 是 

( ad - be ) 2 < i[(o + 6) 2 + (c + d ) a l (( a -6) 2 + ( c - d ) 2 ], 

当且仅当 a 2 + c 2 = 6 2 + d 2 时取等号.换符号 

a = a + 6, 0 = a — b , 7 = c + d , S = c — d , 


则得 

当且仅当 a 2 + c 2 -6 2 - d 2 = a /3 + 7 «y = 0 时取等号.这就是 Hadamard 不等式. 

这样的推广实际上可以说“退了一步”的推广.我们原来所讨论的问题是三维 
的，而我们退成二维,然后看看二维中有哪些推广的可能性.这是一般的研究 方法: 
先足够地退到我们所最容易看清楚问题的地方，认透了钻深了，然后再上去. 

我们再着另外一个例子,在这例子中我们希望把三角形，四面体……推广到 
n 维空间的 （n + 1) 面体的问题. 

在 n 维空间取 n + 1点，这 n + 1点中的任意 n 点决定一平面，共有 n + 1 
个面，这些面包有的体的容积是 V . 过 n + 1点中的任意两点可以作一线段，共有 
| n(n + l ) 条线段.我们的问题是 V 给定了，求这 in(n + l ) 条线段乘积的最小值. 
读者不要小看这问题，自己试试“四面体”便^其分量了. 


十四极 限 

把十-•节的 （6) 式推到 n -> oc 的情形.由积分的定义 
|od-6c|* < n l^^g[(o 2 + <^)sin 2lti2l ~ 1} 




•84 - 


华罗庚文集 


-2 (oi + cd ) sin - ( - ~ ^ cos -^"^ 
n n 

+( b 2 + d 2 ) co S 2，l(2i n ~ 1) ] i 

1 f 2x 

=—j [(a sin 0 — 6 sin 0) 2 + (c sin 6 — d cos 0) 2 \^ d 9. 

换符号 a 2 + c 1 = A , B = -ab - cd , C = + ( P , 则得 

( AC - B 2 )^ < 2 ^ y {A sin 2 e + 2 B smO cos 0 + C cos 2 6)^ d 0. (1) 

从十一节 （5) 可以得出更精密的不等式 

! log 04 C - 丑 2 ) <士乂 log(>l sin 2 0 + 2 B sin 8 cos 0 

+ Ccos 2 0) d 0. (2) 

我们能不能直接证明这些不等式？能！读过微积分的读者自己想想看. 

十五抽 象 

在平面上给出一块样板 7 V (图 32), 变换 

( T ){ ^ = aX + by + P) ad - bc ^ O . 

\ ■q = cx + dy + q . 

把 W 变成为 ㈣ 平面上的 N { T ). N { T ) 的面积及周界长度各命之为 ACT ) 与 
i ( n 求 

L { T ) 

的最大值. 




图 32 



谈谈与蜂房结构有关的数学问題 
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=2sin ^_ asin ffcil + 6cos fE^l 2 

n U n n J 

+ 卜 8 ,„10^1 一!^ ]丫， 

因此总长度是 

L ( T ) = 2 sing E { [ — a sin ^- 1} +6 cos ^" 1} ]' 

+ [_ C 8 in f ^ + dco 8 ?^] 2 r ; 

而新的 71 边形的面积不难算出是 

A(T) = \ad— 6c|^sin-^. 

因此本节开始提出的问题的解答已由十一节公式 （6) 给出： 

/ n . 2^:\ * 

( A ( D)I . [2 Sm n ) 

2 nsin ^ ' 

Tl 

当 r » — oo 时， n 边形趋于圆， A ( T ) 与 X ( T ) 各趋于该圆经 （ r ) 变换而变成的 
椭圆的面积4与周长 L ， 而且有不等式 


A ^^ t L2 
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这式是有名的等边长问题的特例.但 （5) 式比 （6) 式更精确，其极限已如上节所述, 
因而改进了等边界问题的不等式.必须指出，适合原不等式的函数类是很宽的，对 
改进了的不等式来说范围狭窄了很多. 

我们这儿只不过就平面问题作了一个简单的开端.所联系到的与格子论,群论, 
不等式论，变分法等有关的问题还不少呢？但写得太多是篇幅所不允许的，并且可 
能有人会说有些牵强附 会了. 实质上，千丝万缕的关系看来若断若续，而这正是由 
此及彼，由表及里的线索呢！总之，想，联想，看，多看，问题只会愈来愈多的.至于 
运用之妙，那只好存乎其人了！但习惯于思考联想的人一定会走得深些 远些； 没有 
思考联想的人，虽然读破万卷书，依然看不到书外的问题. 

1963年除夕初稿 
1964年1月12日完稿于铁狮子坟 
(据北京出版社1979年版排印） 
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关于多重积分的近似计算的若干注记 * 

华罗庚 王元 
(中国科学院教学研究所） 

命/ ㈨ ，…，％)是对每一变数周期皆为1的函数,且可以表为 

/(*i. ••- ,x a ) = 5 Z 5 Z ^(mi, - - - ,m a )e 2,,i( ' miXl+ ■"+ x - x -\ (1) 

roi=—oo m,=—oo 

此处 

- ,m a ) = [ ■ ■ ■ f f(xi, ■■■ , x a )e -2,ri(m, * ,+ ' +m *** ) dxi - - - dx,. (2) 
Jo Jo 

给出正整数 <7 及正整数系1 <免 < 9 (1 < i 矣 g ), 则得 

• '—)= £ …£ C ( mi , • • • , m .) e 2- i ( m 1 « I +..+ m . a .) t / ? 

t=l ' " 9 ■/ mj=—oo m»=—oo t=l 

= 9 … ^2 C(mi,-■■ ,m,). 

n»i=—oo m»=—oo 
aimi+--+a,m,=0(mod q) 

由 （2) 即得 

... 摩广也-洁 /(宁,..+, 亨)| 

— ^ 2 ' - ,m 3 ) = R, ( 3 ) 

aimi+-.-+a a m a HO(inod fl) 

此处 E ' 表示在和中去掉 mi = m2 = … = m s = 0 的那一项. 

现在考虑在以下的条件下关于 il 的估计. 

| c ( mi ' t (| m 7 i + i ) r C ( | m .[ + i ) i - 

^原载（科学记录》新辑第4卷第1期，1960年. 


⑷ 
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此处 a > l ， C >0 均为常数，易见 





q) [(| mi | + l )---(| m 4 | + l)] Q 





[(| mi | + l )---(| m s | + l )]° + ° 


(?)' 


最后一和又等于 q~ aa Q , 此处 

a •— r § T — [( 〈 7 〉 HH)]。’ 

而其中 <0 表示 4 与其最近的整数的距离. 

Ko P 6obW 证明了：当 g = p 为素数时，存在勿，…， a •使 

= (5) 

在此及以下，与 “ O ” 有关的常数均可以具体写出.他的工作仅能证明 ai 是存 
在的，故在具体用于计算时，尚有困难，他还证明了，恒存在适合⑴ 、⑷ 的函数, 
对于一切 g 及任何适合1 <勿，…， a , < g 的诸 a< , 皆有 

ft > 長. （6) 

故数值积分的中心问题似乎在于寻求具体的 ax ,--- ,a B ,q. 本文证 明了： 

定理1 命 n > 3为自然数.又命叱= l , a 2 = Pn = ^{(1 + v^) n + (1- 
V 2 ) n },q = q n = ^={(1 + V 2 ) n _ (1 一 巧)**}， 则 

㈣ ⑼. ⑺ 

证如能证明 


^ = 2 Y , 

X<Z<^9n 


( d ) fe)r 


0(9° log q n ), 


即足.把分为 n 个 分和: 





(〈 t 〉 ⑸ r 


m = 2 ， --- ， n, 
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最后一个 J m 当然只由恥到 

当 q m -i < a: < g m 时，命 y 为适合下面不等式的 整数： 

卜£|4 

方程组 

{ X = q m u + p m v , 

y = Pm« + 2q m v 

常有整数解，故 

qnV-PnX = (-l) m (9n-m« - Pn-m«), 

又显然 uv < 0, 且对于区间 ? m _i 《X < q m 中不同的 a: 所对应的 v 亦必不同，故 

= 0 | E Tn - i - I = 0( q ^). 

户 Mm-I Ngn-m A J 

因此， 

R= 0(nq~ a ) + 0{q~ a ) = 0{q~ a \og q n ). 

定理证毕. 

附记在此仅仅为了简 明计， 故用了二次域 R ( s /2), 实际 上用任意二次域都是 
可以的.特别取 /?(v 尽)，即为 Fibonacci 数.作者认为，用完实域代替二次域这一方 
法可能解决髙维的问题，但看来并不是没有困难的. 

• 用同法,我们改进了 （6), 得到 

定理2恒存在适合 （1), (4) 的函数,对于一切自然数及任何适合1 <〜，•••， 
a a 的诸整数叫，皆有 

⑻ 

此处 C' > 0为常数. 

因此，当 s = 2时,我们给出 了具体 的叫，并且得到了最好的结果. 

此外，当 r > s 时，在条件 

卜叫 +•■•+“# 为常数） （ 4 ，) 

之下，我们得到 

定理3命 g 为正整数; pi <…< p, 是区间 gi < n 彡中任意 s 个两两 
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互素的整数，叫=.则 
Pi 

| 乂 …乂 /( XI , ••- , x.)dxi - ( Lc , - f { a \ x , • • • , a „ i ) da :| = O . ⑼ 

由此推出 

定理 4 在定理3的假定下，有 

| 乂…乂 /(〜 …’拳 r.’dx,- 这 /( 手"，亨)卜 O ⑽ 

参考文献 

[1] Kop 6 oB , H . M . 1959, JIAH , iICCP , 124 (6), 1207〜 1210. 



某类函数插值公式的一个注记 


.95. 


某类函数插值公式的一个注记 * 

王元 

(中国科学院数学研究所） 

命 表示下面函数构成的函 数类： 

f(xi, …办 ） = E 二 E C (饥1，…， m ,) e 2lrt + . +m .*.)， ⑴ 

此处 Fourier 系数满足 

( 2 ) 

其中兩= max ( l , | m |) 及 a ； > 1为一个绝对常数 • 

命 AT 为一个奇素数及 iVi 为满足3 < M ^的一个整数,又命 

…， m .) = 士 f / ( 令 ，…, 替 ) e -2 一户⑶ 

P (* i ,•••,*.)= Y 1 C ( m u - , m a ) e 2iri ^ + - +m ' x '\ ⑷ 

及 i ! 

A = min sup / ••- / |/( a ： i ,-_. ，;《:•) - P ( a ： i ，."， i 8 ) 卩 dii , …， dx ,， (5) 

a feEf Jo Jo 

此处为整数. 

Rjabenkiil 1 ! 首先证明了 

y4 0 (AT 1 2a+1 iV- 2o ln 2as+, - 1 iV + N- i2a - 1) \n s - 1 Ni) ,t ⑻ 


(亦见 [2]). 

本文之目的为给出下面的 改进： 

定理1 

A^N^N-^ + N^ 20 - 1 ^- 1 ^) ^ A 

* 雇栽： 中国科学,~70, 6, 1961, 632~636, 

** 在本文中，与均表示仅依纊于 a、* 的正常数. 
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⑺ 


显然这一定理已不允许再有实质的改进.由此立即推出 


定理 2 命 M = [JV^ln - 
使不等式 




N]. 则存在整数屮 = ai (JV)(l 


[••• f \f(xi, ■■- ,a: B )-P(ii, •■- ,a:,)| 2 da：i 
Jo Jo 

《 AaN- 2 "^-^ ln^ ( *~ 1} Ar 


■dx a 


对于任何 /(X! ,-.-,x a )€Ef 皆成立 . 

定理 1 的证明： 1) 不等式⑺的右端可以由下面二引理推出： 
引 1 (Bahvalov ! 3 】). 存在 a,. = a<(iV)(l < i < s ) 使 


E :: E ， 


1 „ 


<» 山 + … +a •八三 0(mod Af) 

此处釘表示一个和，其中除去 g =…=/，= o 的一项 . 

引 2 命 h ， ". ， *• 为非负整数及 l<Ni^h- - 『 "3 *，则 

ATf 

_ r/> 一: 、… cl ' ™ \ia 今 ^*7T 

证当 S = 1 时有 


[(ii - mi) m,)] a 


( fi ， 


E 


0^mi<JVi 

现在假定引理对于 S < * 成立，则 


(li - mi )° 


<!) 。卜胥. 




⑼ 


(io) 


, [(ii - mi) -- (/fc+i - m k+ i)] a 




其中 




, [{h — mi) - - - (4+i — TOfc+i)] Q 
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( i ) 假定的<^±1,则 

E 


E 


〜 ...- tu 告 [(17 ^)…(“， +1 )]。 


(h ••• 


N ° y ' 




mf (/i - mi) Q 


H 伽 ) 


⑼假定 JVi 彡 


h m " h+i 
~~^~. 




0 i - mi) a 


E 


E 




E 


1(^2 - m 2 ) … ( lk+i - mfc + i )]° 


(li - rrn) 0 〜 [(i 2 - m 2 ) - - - (l k+1 - m fc+1 )] Q 


<(3<(a)) fc 


E 


(h - mi) a 


B k N ^ 


(h - n*i) a rnf(J 2 - ••lk+i) a 


< (3 Q + fc + Qk C fc ( a ) + 2° g fc C ( a ))^ ^ +i)Q . 


所以 

类似地 

因此 




(,i … h + i ) a ' 

, (2 ^ i < * + 1). 


E 

1 • m *+ i < 

"» J >0 


! [01 — »»i) … (ifc+x - m* + i)]« 


^ Bk+i 


{ h --- Tk + i) a 
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从而由归纳法即得引理. 
2) 取 


/(灼， …而 ） = e (^ r ：- m ,)° e2,r<(m,ai+ 

则对于任何 a!, - - ,a 4l 我们有 

[ ••- f |/(*i, ••- ,x a )-P(xi,- - ,x,)\ 2 dxi -dx a 
Jo Jo 


E 


E 工 


y ai i 1+ ... +a ./.=0(mod N) 

E 


[(ii - m k+1 )] a I 




(mi • • • m 4 ) 2c 


> E 




m^< Nx a lJl+ a a fto(mod N) ^ - 叫他 - 吻)]虹 


首先假定 ( cii , N ) = l(i = 1,2). 命同余式 ai* 三 —02(mod AO 的解为疋= 

a(|a| < AO 及 Pt/qt 为 a/N 执 t 次渐近分数，匕=•^及 1 = ?0<91<.-.<扣< 

9 n N 

N 1 ^ q r +1 <---< q n = N . 由于对于任何整数6皆有 


所以 


\PnQt — 9 r » i >| ^ 


(0 彡 t < n - 1)， 


r …/ 

^ E 

mima<AfiJi = 


I/(®1 ， …, X,) - P(xi , - ■ 

E 


% [(/i - mi )(/ 2 - m 2 )] 2a 


, x a )| 2 dxx ••• da :, 

+ i 4 5 ^ r (2 a ' 1) in *' 1 ^ i - 


^ H /r - t v \^ 

— 卜 

+ ^ 5 iV - (2 a - 1) ln i , - 1 iV 1 

> (^) 2 ° + ^5-^ r (2 ° _1) ln a_1 iVi 
^ A 2 ( JV 1 2 a iV- 2Q + 7 Vf 2 Q - 1 ln * _1 7 V 1 ). 
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显然对于情况 （ ai ， JV) > 1 或 (.a 2 ,N)>l, 上面的估计仍成立 , 故得不等式（ 7 )之右 
端 . 

类似地，我们有 

定理 3 命 M 则存在 = a< (Ar)(l < i < s ) 使 

< ^Ar-^^lns^T^-^iV (11) 

对于所有 /(x lt ■■■,x t )€Ef 皆成立 • 

附记用本文的方法，我们可以改进 Sahov 一个定理，即将他定理中的误差项 
0(^-^+*) 改进为 0{N~ a ^ +t ). 


参考文献 

[1] V. S. Rjabenkii, Tables and interpolation of a certain class of functions, Dokl. Akad. 
Nauk SSSR, 131, 1960, 1025 〜 1027. 

[2] S. A. Smoljak, Interpolation and quadrature formulas for the Classes Wf and E?, Dokl. 
Akad, Nauk SSSR, 131, 1960, 1028~1031. 

[3] N. S. Bahvalov，Approximate computation of multiple integrals, Vestnik Moskow Uniw; 
Ser. Mat. Meh. Aatr. Fiz. Him; 4, 1959, 3~18. 

[4] Yu. N. Sahov, On the approximate solution of Volterra equation of second type by the 
method of iteration, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 128, 1959, 1136~1139. 
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丢番图逼近与数值积分 （ir 

华罗庚 王元 

(中国科学技术大学）（中国科学院數学研究所) 


I . 通常计算多重积分的 Monte carlo 方法是经验性质的，这是无法估计正确误 
差的方法 • H . M . Ko P o 6 ob 运用数论方法，在1959年引进了 “极值系数法”，得出了 



的算术平均来通近多重积分.但在实际应用这一方法时，估计误差的性质基本上是 
“从所有可能的分布中选取最佳的分布 ” W ， 即算出各种分布所对应的数值积分的误 
差，而确定出最佳分布，因此必须经过冗长的计算.在本文中，我们运用代数数论及 
丢番图逼近论直接提出了两种分布，能够得到与 Ko P o 6 OB 方法具有同样精密的有效 
数字的结果在下面的一个例子（例 2) 里可以看到，他用一亿次四则运算所能得 
到的结果，我们只要用五万次运算就可以得到有同样精密的有效数字的结果.这个 
例子只是为了可以与 Ko P o 6 ob 的结果比较而提出的.实质上，随着对精密度要求的 
提高，运算次数的相差更为愚殊，结果不是例2中所提的2 000倍，而是更大的与计 
算量俱增的倍数.结果因而涉及计算机的大小问题.换言之，在他们不能实现的时 
候，我们的方法还有余地.即使大到了连我们也无法估计误差的时候，但我们还能 
建议实际计算数值积分的方法，这个优点是他们所没有的.详细言之，欲得到； V 个 
分点的分布位置及由此而得到的数值积分的误差, Kopo 6 OB 方法须经过 0( AT 3 ) 次 
四则运算，当 iV 较大时，可以减低至 0( ATV 3 ) 次，而且必须经过这些运算后，才能 
得到 AT 个点的最佳分布.而我们的方法基本上不需要经过计算即得到分点分布的 
位置（即是说可以在电动计算机上实现，而且量不大的计算).而欲得到由这些分点 
来计算积分的误差，所需的计算量亦仅为 O ⑻ 次运箅.另一方面，用我们的方法 
在电子计算机上进行计算时,程序亦比较简单（不需要将许多数进行比较).因此本 
文指出了当积分维数较高或分点较多时,精密计算多重积分的途径.同时，本文还 
将给出多个无理数联立有理逼近的具体模型，因此在理论方面,亦指出了一系列值 
得进一步探讨的问题. 

II . 命 f ( xi , ■■- , x s ) 有绝对收敛的 Fourier 展开 

/(xi, ••- ，: = ■+ 


• 原载：《科学 通报》 ，1964 年 6 月. 
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其系数适合于 

-1— } -, 

其中仇= max(l,|m|),a> 1为常数.这种函数的全体记为当 a = 2时，对于 
整数组 g; ai, …， a s 有 

/黑 ir .. i i /( u - ) dx , ... di .— 洁， ( 亨 '...’¥)1 

< (^-) ，…， a ,), 

此处 

H(q\a u ■■- ,a«) 

_ 7 1+2 |„4( 1_2 {亨}): - 1 若 2R 

数值积分的中心问题在于有效地定出 g;oi,o 2 , ■• - ，a •使孖⑷句 ，… ,a a ) 较小. 
KopoSosI 1 ! 证明当 q = p 为素数时，存在整数 a 使 

H ( p ; l , a - - , a a - l ) = H ( p , a )< 

对于 p, 欲求出使 H ( p , a ) 取极小值的 a, 则必须经过 0(p 2 ) 次加减乘除的运算，经 
过改进后， 计算 量可以减低至 0(<j 4 / 3 ). 

这两文的目的在于提供两个直接给出9； 011 .- ,0,的实用方法.就已有的数值 
结果而言，与 KopoScm 方法具有同样糖密的有效数字 K 
命 Pi，...，Pt 为 t 个不同的素数及 

£1，… 

为代数数域 R { y / pl ,--, y / Pi ) 的—组独立单位.即诸 Pell 氏方程 


x 2 - pi!-- -Pi k y 2 = ±4. (x > 0, j/ > 0为整数） 

的最小解 l + 此处*>1，1<£ 1 <-..<4<*为1,2,…，< 的任意 
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选取.我们可以取 

{ 专 + ^ 1 ，三 l(mod2) (1 < * < m), 

Xi + y/diVi ( m + l < t ^2 < - l ). 

取正整数使对于任意 i # J •皆有 


cie^j < e? < cae^i, 

此处 c 1) C 2 为正常数.考虑展开式 

e 。 … e^fSi = 9o n) + + …+ 9m )e m + 9m+l\/^m-M + …+ 9 泛丄 1 y/ d 2*-l ⑴ 


及 2* - 1个变换 


+ f y/Pvt 

\ -办' 


将变换 （2) 作用于方程（1)，则得 2 e - 1个方程.与 （1) 联立,解之得 


若 w 鈐 b(i < i < fc), 
若 W = 0(1 O 彡 fc). 


2^ ) + gi n) + --+^ n) 

= 4 … C /2*- 1 + 0 ㈣ -"0， 

?i (n) =£?!••• 4 -V/ 2 t * 1 v / dl + 0 (| £l |- n >) (1 < » < m), 
gj n) =e?, ••• 4 3 l- 1 72 *V^ + 0 (kl' ni ) (m + 1 < i < 2 2 - 1 ). 


⑺ 


⑻ 


当 21^,..- 时，定义 g = #) + |(g[ n) + ■■■ + q^ ) ),a l = l yai+l = 
dig! n )/ 2 (mod g)(l < * < m),ai+i = ckq^ (mod d)(m +1 < * < 2 * — 1 ). 

当 2 t (g 卜)，…，说 )） 时，定义 9 = 化) + (9 卜)+ •••+ = l,Oi +1 = 

dig 广 )(mod q)(l ^ t < m),Oi+i = 2djg! m )(mod q)(m + 1 ^ < 2* - 1). 

由 （3) 可得以下的联立丢番图逼近式 



(2 < * ^ 2*). 


我们就取这样的= 1 , 02 ,•• - , o 2 t 来计算 H { q ; ai , ■■- ，邮). 

Ill .例1域 R (. V 2 ) 有基本单位 e = 1 +以.若 e " = 4 n) + \^【 n) ，则 


H ( q ^\ l ,2 q \ n) )^ 


log qp n) 

IP " 
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([3] 中己经证明这是最优的结果). 

例 2 取 R ( y /2, y / E ) 及 e ! = £2 = 1 + y /2 ,ez = 3 + V ^ O . 由展开式 

£ i 44 =(9 + 4匈17 + 12 v ^)(19 + 6VlO ) 

= 5787 + 4092>/2 + 2588\/5 + 1830\/10 

得出 

Q = 5787, ai — 1, 02 = 2397, as = 1366, 04 = 939. 

经实际计算得 

/ f (5787; 1,2397,1366, 939) 彡 0.001498. 

附记建议一个计算 2 * - 1 重积分的方法 

I "Jo / ㈨ ••一 ••一 

此处 / e E ^ t _ v i 为 的最小 整数 ，^ 由展开式 



定义，而 q ，".， e 2 q 为 , y / pl ) 的一组独立单位 W . 

志谢： 作者对徐钟济教授的帮助，致以衷心的感谢.又承蒙方庆萤同志代为用 
电子计算机算出本文诸例，亦致谢意. 

参考文献 

[1] Kopo6oB H. M., ilAH CCCP, 132, 5, 1009 〜 1012 (1960). 
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丢番图逼近与数值积分（ II 广 

华罗庚 王元 

(中国科学技术大学） （中国科学院数学研究所) 


I. 延用前文的记号.命 p > 5为素数及 r = ^. 取代数数域的 
r +1个单位 

_ 27r „ 4 n „ 2(r + l)7r 

2 cos — ,2cos ——，… ，2cos -, (1) 

P P P 

将它们按绝对值的大小排列 如下： 

| e ( 1 1) i>i4 J) i>-->i4 1 ii- 


当 l<v<r+l 时，引入变换 

{<T V ) 2 C06 —* 2 C08 (1 《 /X《 r + 1), 

P V 

这是将集合 （1) 变为自身的变换.记为 

( 内 ）-» 4 V) (l^/x<r+l). 


(U 、 


e ( r +1) . ^ r+1) J 

( 2 - £ r+l» 2 _£ r+l. 2__e C 、 

i 4 2) -忍，…， 4 r +1) -4 r + Y ) 


\ e ^- e^ v H "，^ +1) -^ 


则得次之诸 性质： 

载： 《科学通 报》， 1964年6月. 
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产 1 

(ii) neM = (-1)1^1, 

#*=1 

( iii ) |det A \ == p 5, 

( iv ) AA = I . 


则得 



iog |4 2) | \ 

log |^ +1) | ) 


我们可以取 



从而方程组 

kF 1 . • -4 <)ar | = \e? ri - ••4 2) " r | (3^t<r + l) 

有唯一的非零解 

... £rziV 

\Or' O r ) 

由 （2) 可知，我们可以假定 

⑷)。 1 … 4 2 ) 。 1 < 1 . 

取正整数 n r 充分大及整数组 ni , ■■- ，〜_!_使 

| U|<i ( l < i < r - l ), 

| n r a r I n 

* 当 det >1 =6" 时，我们可以用下面的独立单位 

% =sin^V-V G = M’"’r -”， 


( 2 ) 


此处 0 为 mod p 的最小 ffi 根. 
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及 

… e W ° r | < 1 (2 < i < r + 1). 

因此 

I 彳)' .. e W " r |= 0(|4 iri - ••4 ir T ") (2< i < r + l ). 

解方程组 

… 4°" r = ??(2 - ^J/P + E4i)/P (1 < i < r + 
j=i 

得出 

f + 0( ， ! …々'卜)， 

• .. £ WV ) +0(| £ ( 1 1)ni . • .4 ‘) "T ” (l<i<r). 

命 

Q = lH = 1 ， <*i+l =I^^Kmod q) (1 < t < r) 

由 （ 3) 得如下的联立丢番图逼近式 

我们就取这样的 g;ai = l , a 2 , ••- . Or+i 来计算 H ( q , ai , --， a r+1 ). 

诸 9, (n) (0 <*< r ) 的实际算法 如下： 易得展开式 

…+ "2， 

从而 

^ = - E ^ n) . 

<=i 

= ph [ n) -2 J 2 ^ n) (1 < i < r ). 

i=i 

II •例 1 取 R (cos 警)及 ei = 2cos 穿， e 2 = 2cos 宇 . 由 2 - £2 
ei - £2 = — y / 5 及展开式 e ? = 得 

( 见 w ) 


i ). 


(3) 


■^£2, 
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例 2 取及 


S T ， 


由方程 | e ? ef | = | e ? ef | 得出言《 1.356 … 

由展开 

e ? e ^ = -227 ei - 45 e 2 - 146 e 3 

得出 

q = 418; ai = 1 ，02 = 335, 03 = 103. 

由实际计算得 

孖 (418; 1,335, 103) 彡 0.0108146. 

例3分别考进 H (cos 及 fcoa 得 

11(9389; 1,8628,6408,2908,7800) < 0.0081175, 
if (41204; 1，38810,31766, 20480,5610,29223) 彡 0.0094250. 

附记建议一个计算重积分的 方法： 


I f /(* 1 ，… 

Jo Jo 


， x r )dzi • • • da: r 


(2 q + 1 ) J 卩山… ’4 1 )’-). 


参考文献 

[1] 华罗庚，王元,科学记录新辑, 4, 1, 4 〜 8 (1960). 
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多维周期函数的数值积分 * 

华罗庚 王元 

(中国科学院数学研究所） 

提 要 

用代数数论的方法，本文建议了一个计算多重积分的方法.文中给出的一个十 
一维积分的数值结果表明了这一方法的优越性. 

§1.序 言 

Monte Carla 方法是用单和逼近维重积分的方法.具体地说，命 - - , x „) 
是一个 s 维周期函数,假定它的每一变数的周期都是 1.0 < % < 1 < 0/ = 1， • • • ， s ) 
称为 S 维方.假定有一均勾分布的随机变童 

(4°, •• - , x «), i = l ，2, …， (1.1) 

则以平均 n 

( 1 . 2 ) 

代积分 t t 

J …乂 - , x,)dxi ••■dxj (1.3) 

的概率误差是 o 彳 

数论方法是构造一个数列 （1.1), 使 （1.2) 逼近 （1.3) 有绝对误差.关于这方面 
较理论的结果已经搜集在我们的小册子之中 I 2 】，这儿不准备加以论述.但值得一提 
的是 K OP o 6 OB I 5 1 及 Haltonl 6 ) 都做出了重要的贡献. 

我们的着眼点在于具体的计算方法及数值结果.最初 Ko P o 6 OB 用解析数论中的 
完整三角和法（见华罗庚 W ), 找到了一个用单和逼近多重积分的方法，逼近的绝对 
误差与 Monte Carlo 方法所得到的概率误差一样，也就是0 (▲)， 这儿； V 是所 

原栽： <审国科学技 _ 术大学 学报》 第2卷第1期，1966年2月.参见 “on Numerical integration 
of periodic functions of several variables", Sci, Sin; 14, 1965. 
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用的分点数.其后他又证明了一条精密度更高的定理.但这是一条类似存在性的定 
理.如欲用于实际计算，则需要在某种类型的分点中进行全部比较，求出在这许多 
种分点中使积分误差最小的一种. 

本文用代数数论与丢番图逼近论方法,建议了一组分点.而这种分点就与 Kopo > 
6 ob 最佳的分点本质上差不多（在具体的计算例子中，有效数字一样).就这样大大 
地降低了计算量.切实些说，是 <9( P ) 与 0( P ^) 之比（或 O ( P ) 与 0( P 3 / 4 ) 的比). 
这当然给我们提供了在同样快速的电子计算机，可以算出维数更髙、精密度更大的 
结果来的可能性. 

为了阐明这一方法的优越性，我们给出下面的数值 结果： 

命 /( 別，… , x n ) 为一个适合下面条件的周期函数.则得 

<c (誓) x 0.2333543, 

此处 

q = 698047, di = 1, = 685041, 

a 3 = 646274, a 4 = 582461, a 5 = 494796, 

ae = 384914, a 7 =254860, a 8 = 107051, 

a 9 = 642292, a 10 = 467527, an = 284044. 

关于 5 维与 6 维积分的结果将在文后给出. 

值得一提的是本文所得到的分点可能用于概率论. 

作者对徐钟济教授的帮助，致以衷心的感谢，又承蒙万庆萱同志代为用电子计 
算机算出本文诸例，亦致谢意. 

§2. 重积分与单和 

首先让我们构造一些辅助 函数： 

引 2.1 命 表示 a : 的分数部分.则 

°° ^irimx 

3(1 - 2{ x }) 2 — ^2 -^5 -， 

m °° T m2 


此处两 = max(l, |n|). 
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证我们只要证明 


C m = (3(1 - 2{x}) 2 e~ 2l,imx dx = \ 


兩’ 若 ㈣ 0 


C m = 2 I 3(1 — 2 i ) 2 cos27rmxda:. 


当 m = 0 时 

/ - V 2 1 1/2 

Cq = 2 J 3(1 — 2 x) 2 dx = —(1 — 2 a ;) 3 1 

当 m # 0 时,用两次分部积分得 


C m =6(l-2x) 2 - 


2 + 24 /~ 1/2 (1-2x)81112^^ 
Jo 2irm 


: 1/，2 cos2nmx 6 

0 Jo (2xm) 2 - n 2 m 2 ' 


由此可得 
引 2.2 


5(:1，… , a : 8 )= 3 s J|(l -2{ x v }) 2 


' e 2w*(mia：i+ -+m,x,) 

y - • - 


命 g >0, ai ，…， a , 为整数，则得 


法 S ( 宁’…竽 )■ E 二 E ;;二 . 

aim 1 +—+a,m a =0(mod g) —fri| - • JTl^ 


主要的问题在于选取9,« 1 ,."， < 1，使 


丑 1(9;句，…， a ,) =(手’…， ¥) 


尽可能的小. 

最佳的途径很自然是这样的,对于固定的 g ， 在所有适合0 < a „ < g 的整数中， 
选取（免，_ _ • , a s ) 使// 〆 〜，…，〜）取 极小. 无论如何，这样做计算量太大而很难实 
现.为此 KopoSoB 建议了下面的方法. 
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命9 = ?为素数.当2经过1，2,…， P-1 时，在 P—1 个和 

中，寻求其最小者.这一方法需要0( 9 2 )次初等 运算； 当 g 较大时，可以减低至 
0(« 4 / 3 ) 

用代数数论的方法，无需很复杂的计算，即能给出一组 ，a s (用普通的 
台式计算机足够了).然后再用 0 ( g ) 次初等运算，即能得到 -, a t ) 之值. 
命为每一变数都具有周期1的周期函数，且有 Fourier 展开 

此处 

这儿 C 1 是一个正常数，例如适合条件 

的周期函数即属于这一函数类. 

由于 

5 E /( t '-' t ) =5：， ㈣ ■.结 

= 二 51 C ( mi ， …， m ,)， 

oimiH - ha s m«=0(inod q) 


及 

c(o ， ... ， o 广 

=f f /(u, ••- ,x,)dxi-- dx„ 

JO Jo 


所以 

H'[ nxu " 

• …㈣ …私 - 读 /( 专 ，…， *) 

(2-3) 


= — 

C(mi, ••- ,171,), 



- t-o s n»,=0(niod q) 


此处 

- S' 表示去掉 mi = 

• • • = m, = 0 — 项 . 因此由 （ 2.1) 与 (2.2 ) 可知重积分 


/(xi, • •• , X a )6xi 




与单和 
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之差不超过 

二 … 二 ， C(mir - ,m t ) 

«imi+***+<i#m s =0(raod q) 

彡。 二 二， (mi - - - m ») 2 

oiTOi+."+a«m«sO(mod q) 

<C (荃)，[叫㈣，…， a ,)-ij. 

§3. 全实代数数域的一些性质 

命•穸表 一n 次的全实代数数域，其中一数7/的共扼数以 7^)(= ，一) 

表之.假定 

wi, … ,w„ 

是其整底，作方阵 


Si = j 

〜 i 1 ), …，^ \ 

U n) ，…，‘ n) J 

(3.1) 

方阵 

S = 


(3.2) 

称为这个代数数域的基方阵.显然基方阵是有有理整元素的方阵（模群下，基方阵 
的不变量是刻画代数数域的一个特征).由 (3.2) 立得 


n- 1 = s - 1 ^. 

(3-3) 

S 的行列式即为域的基数. 

如果多中有一单位％其绝对值> 1,而其共轭数适合于 



|>7 0) | < cliyr ^ T , 

(3-4) 

这儿 C 是一常数，把 TJ 表示为 



V 

= hilVi + ••• + hnU > n , 

(3.5) 
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由此及其共轭式子,可以推出 


因而 


(”⑴，… ，”㈨ ) = (〜，••. ，w. 

(”⑴ ，…， V {n) )n =(知， •. • ，= (幻 ，…， 匕）（定义). 


即 n 

»=1 

因而得出 

| ㈣ <(« - iM”r 古， 

«=2 

这儿 w = max 
命 ， ’ J 


则由 (3.7) 可以推得 

\ V -k\KA\ V \~^i, 

这儿 

k = ^ Oifci , 
t=i 

常数4仅与多及 C 有关，以后每次出现不一定是同一个 A 
因而得出 Diophantine 联立逼近式 



A 


(1 < j < n ). 


(3.6) 


(3-7) 


(3-8) 

(3-9) 


(3.10) 


这不是什么新 结果. 我们的着眼点在于本节建议了一个实际算出&的方法.详细 
言之，当 n = 2时，我们有连分数可用，但 n > 2的情况则迥然不同，经典的方法 
只能证明存在无限多组 k ,^, ■■- , k „ (3.10) 成立.但一点也不能建议具体定出 

k , k u ---, kn 的可行方法.本节指出了寻求 fc , , k n 的问题，一变而为寻求全实 
域中适合于 （3.4) 的”的问题. 

如果知道了全实代数 数域多 的一个独立单位组，则可以由以下的引理求出一 
个适合于 (3.4) 的的贯而且 


l »7 jl -»°o (当 oo ). 


因而我们有无穷多组 k ， k u ^ 适合于 (3.10). 
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引 3.1 命 

… , X m ) = OilXl + ••• + dijnXm (1 ^ ^ m ). 

假定 det ( aii ) ^ 0,则必有（: d , … ， a : m ) 使 

U = Lj < K , (1 < * < j < m ), (3.11) 

这儿 A ： 是任给的实数.又命 

N = 臓 ( l «* u | + ••• + loiml ，• •. ， Kal + …+ | a mm |), (3.12) 

则必有整数组贯 ( yW ,-. , y ^)« = 1,2,…）使 

- , y ^) < -(2 t - l)N (3.13) 

及 

■■■ , yi ^) - ■■ - , yW )| < 2 N . (3.14) 

证解方程组 

Li = L 2 = = L m = K - l , 

得出 A ，…，〜，代入 (3.11) 即合所需. 

现在取夂= -2 JW 及 [而1 = y|*>(l < m ), 则得 

fc=i 

< -2 tN + N = - [2 t - l ) N . 

及 

1^(^.- ■- ，必 ))1 = I 索(叫 - a 油叫 

^ E(°<fc - ajk)xk + X] l°»fc ~ a J'fcl 
U=i I fc=i 

= 5 Zl °» fc - a ife | <：2 N . 

k=l 

引理证完. 

定理 3 .1 全实代数数域中存在单位贯 咕(= 7^))(* = 其共轭数 

% (2) ,...，%(”)都适合于 


kfl < e~^-^ a (2 < i 矣 n) 


(3.15) 
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及 

e- 2o |^ i) | < 1^1 ^ e 2a |ij| i) |, (2<i,j^n), (3.16) 

此处 a 是一个仅与多有关的常数. 

证 取多 的一个独立单位组 


£l)£2j''" »6r> 

此处 r = n — 1. 

命 

《W = e 4 收 (2 < t < n). 

取绝对值的对数得 

log|《W| = ^/jlogle^l (2 < i < n). 
i=i 


命 

由于 

解方程 

得出 /i ,--- ,/ r , # 


a ' 織⑽ - I 6 ?). 

det(log|e^ ,) |) ^ 0, 

log|^ (2) | = ••- = log|$ (n) | = - 2 at - 1, 
[ii] = aj 4) (l^i<r). 


则由引 3.1 可知单位 


合于定理所需. 


§4. 全实分圆域 

命 p > 5表一素数， n = |(p - l)&r = n- l 
丑 pcosf) 是一个 n 次域，它的一组整底是 


5<P - 3). 则全实分圆域 
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悉知 

及 


y ^2 co 8 


2 nl 

P 


_1， 


JJ 2 cos^ = = (-1)^. 

i=i p 


命 5 表示 mod p 的一个原根.由于 




„ SIT . 

2 cos — g\ 


所以 (4.1) 可以写成 



此处 


|(j{| > |w n | (1 < i ^ n - 1). 

由 (4.4), 我们可以定义 iui ±n = u ,. 

变换 


是全实分圆域的一个自同构，一共有 n 个自同构 


(4.2) 


(4-3) 


(4-4) 


(4-5) 


C". ,«T n_1 ,«y n (=<r° = 1). 

它们组成域的自同构群.全实分圆域中一数 T /, 经过自同构后，变成它的 n 个共轭 

数. 

由于 


^2cos^ • 2cos^ = (2 co 8 2 ? (f + k)t 


+ 2cos 



-2 + 


P , 

0, 


若 f = *：; 
若 i / fc . 


因此 


Wl ， W2, 
U»2， UI3, 


Wn 


pi - 2 M , 


\ W n , UJl, … ， U»n-1 / 


(4.6) 
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这儿 M = ( mij),rriij = 1. 

取 ilpcos ，)的一个独立单位组 ei ,-- - , e r , 则由§3的方法，取 

Tj = e [ 1 - elr , (4.7) 

使其 n - 1个共轭数的绝对值都差不多大，且都小于1.若 

V = ^ hjU ) j , (4.8) 

j=i 

则由§3可知 

此处 n 

k = - 

〆 n (1 < t < n ). 

ki = phi — 2 hj 
3=1 

己知（见 Pricke (7]) 

sin — 

Pi = . P tt , (1 < i < r ) 

sin — g l 

是全实分圆域的一个独立单位组.如果能用单位组 

2 cos (1 < i < r ), 

P 

显然更为方便,但它们并不总是独立的.我们将在下节给出它们独立性的必要且充 
分的条件. 

§5. 全实分圆域的单位 

定理 5.1 命= 2 COS & V . 则 Cl , ••- , Cr 成为一组独立单位的必要且充分 
条件是 

⑴2是 mod p 的原根， 

或 

⑻2的次数是 n = ^( p - 1), 而且 p = 7 (mod 8). 


(4.9) 


(4.10) 


(4.11) 
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证若 2 s V (mod p), 则 

Cu= 2 cos —g 11 = 2 cos — 
P P 


sin — g #1+2 * 

sin — 5 <* +, 

P 

1) 若 2 为 mod p 的原根，则取 5 = 2, 从而 Z 


Pm+i … P 11+21-1 • 
所以 


C / i = Pii + i - 

因此…， c •是独立的. 

2) 若 2 非 mod P 的原根，假定其次数为命 P - 1 = k 则取原根 S 满足 
g l = 2(mod p). 

a) 若 l|n, 则命 n = 所以 

CxO+i • ••C(t-i)J+i = (Pi+i - • • P2i)(p2i+i - - - P3i) 

= flPi = - 1 - 

i=i 

由于 i> 1，因此6,… ，心 是非独立的. 

b) 若 l\2n , 而 i f n, 则 Z = 2m. 命 n = mt. 

当 m #1 时有 

Cl<m+1 - - ' C(t-l)m+l = (P2m+1 ... P4m)(p3m+1 - - - P5m) • •. (Pm+1 … P3m) 

= n^ =i » 

i=i 

所以 Ci ，…， Cr 是非独立的. 

当 m = l 时，若有整数匕…丄使 

±1 = CU - C^n 

= (P3 / >4)“(p4p5)* a … {PnPl) ，n - a {plp3) U ~ 1 (fi2ps) ln 
= p ， {'~ a+l， '~ 1 p l 2~ i + l " P l 3 +h • • - p ^- s+l — a , 

则由外… ，/V 的独立性可知 

in-2 + in-1 = in-1 + *n = in + lx = • • • = in-3 + l n -2- 
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换言之，是独立的.此时2的次数为 n , 且 n 为奇数.由 

2 n = ( 黑 )= (-lJ^Cmodp) 


可知 p = 7 (mod 8). 
定理证完. 


§6. 分点的选取与积分的数值误差 

在全实分圆域中，以，…，叫为整底，其中 | u ;,| > K|(l < I ^ 

n -1). 又如 (4.10) 来定义 fc . fci , -- ,kn. 

定义 

q = | A:|,ai = l , Oj+i = |^| (1 ^ ^ r ). (6.1) 

我们就用下面的渐近公式来通近重 积分： 

乂…乂 /(*1，… ( T , … . (6.2) 

总结 一下： 取 fi ( 2 cos ^ 的一组独立单位^，…， e r . 并取 

ri = e[,--e l r r, 

使得其 7" 个共轭数的绝对值都差不多大，且都小于1.把7/用整底表出 



T) = hiWi H - h hnU n . 

(6.3) 

则 

n 1 

n 1 


9 = ， 

oi ,= 1> eij +1 = phj - 2 y^ftj (1 彡 j : 

$ r ) (6.4) 

扣 1 1 



就给出了我们的分点. 




现在举出以下的数值例子. 

例 1 取 /? ( 2 cos 夸 ) 及 Si = 2cos 穿，句 = 2cos 专•则由 
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丑翁 )1; 1’1們) = i+o (^ jr ) N - 
m 2 m ^(2 cosy ) & 


£l = 2coS— , 62 =2 CI 


kf 4 l = |eSefl 


efe® = —227ei — 45 句 - 146e3 


q = 418, ai = : 1, az = 335, 03 = 103. 


Hi(418; 1,335,103) ^ 1.0108146. 


例 3 取 2 C os 畀及 


解方程组 

= lefefea^il = l e 4 e f e i e 5l = l e ? e ? e 2 e !l 

得出 

f iL 584 i l ，? i 0 - 944 i 5- 

由展开式 

e\e%e\e\ = -3345ei - 271e 2 - 2825e 3 - 998e 4 - 1950e 6 

得出 

q = 9389, aj = 1, <12 = 8628, 03 — 6408, 

a 4 = 2908, as = 7800. 


经过计算得 


Hi{qj Oi, ••- ,as) ^ 1.0081175. 
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例 4 取 il (2 cos 菩)及 

^ 127T „ 2ir - 10ir 0 An 

£i = 2cos—, £2 = 2cos—, £3 = 2 cos—, £ 4 = 2cos—, 

n 8 ?r - 67 r 

65 = 2cos—, £6 = 2cos~. 

由展开式 

eje|e|e$ej = - 12494ei - 726e 2 - H084e 3 - 2738e 4 
- 8587e s - 5575e 6 

得出 

q — 41204, ai = 1, 02 = 38810, 03 = 31766 04 = 20480, 

05 = 5610, oe = 29223. 

经计算得 

01 , ••- , 0 ft) < 1.0094250. 


1 5 

取 

(2 cos 

i) 

及 




Si: 

= 2 cos 

22tt 

IF’ 

£2 

„ 2n 

= 2008 砑， 

63 = 

„ 20?r 

= 2cos—, e 4 = 

„ 4ir 
:2cos 茲， 

£5 = 

= 2 cos 

18tt 

~23' 

£6 

n 6w 

= 2cOS 23 > 

er = 

n 16 tt 

= 2cOS—, £8 = 

n 8?r 

= 2co8 23' 

S9: 

= 2 cos 

14tt 

百 ’ 

do 

„ IOtt 
= 2 COS 百， 

£n = 

„ 12tt 

= 2cos 1T 



由展开式 

姆綱齡 I 齡 =-12083^ - 2251e 2 - 116374e 3 

—8837e 4 — 107785e 5 - 19269e e - 95704 e 7 - 32774e 8 
-81027e 9 - 48350ejo - 64842e u 


得出 

q = 698047, ai= 1, a 2 = 685041, a 3 = 646274, 

a 4 = 582461, a 5 = 494796, as = 384914, a 7 = 254860, 
a 8 = 107051, ag = 642292 ， a 10 = 467527, o n = 284044. 

经计算得 

/fi(g;oi, - - - , an) ^ 1.2333543. 
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附记其他的全实域亦可以用来定出计算多重积分的分点 . 例如 Dirichlet 域， 
即若干次二次扩张所成的域（见华罗庚与王元 P ， 4 】). 但我们猜测分圆域不但易于计 
算，而且在同次数的域中，它能给出最好的结果 . 

例如用 Dirichlet 域丑 ( 力,\/^.取 


ei 


e, = l + V2, 


£3 = 3 + n/10. 


展幵 


得出 


£ 6 ieUi = (9 + 4v/5)(17 + 124)(19 + 6v/l0) 

= 5787 + 4092>/2 + 2588y/5 + 1830v^0, 

Hi (5787; 1,2397, 1366,939) 《 1.001498. 
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关于一类函数的插入公式 * 

王元 

( 中国科学院教学研 究所） 

I .命 E ?( C ) 表示适合下面条件的函数构成的函数类： 

f(xu …， *•) = xCW ，…， 

| C(nn ，…， m.)K ):， 

( l , | m |), 而 a > l 及 C > o 均为绝对 常数. 若/ e Ef ( C ), 则定义 v 

，…,，…，…，叫^和⑺+•••+»«•*•)， 

此处 - , m ,) 为/的 Fourier 系数，而 S ( mi , … , m t ) 适合 

| B( mi ，…， m,)K (而 乂产 (0<“1). 

命 7 V 为素数及 

Ni = [ N^{\n N ) + 1. 

又命 

6im l: = 士 | / (f,..., 窨 ) 

Q ( xi , ••- , x a ) = B ( mi , ■■- , m 9 ) 

x C(mi, - - , m.)e 2 ^ miXl+ - +m - x -\ 

及 

A = min sup , ar s ) — Q ( a ： i ， …， a 8 )|， 

a / ec ?( C ) 

* mm ： 《科学通报 > , 9, 1966, 389~391. 


其中 

此处 》fi = max 

如下： 
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此处 a = ( fll ，…， aa ) 为以整数为分量的矢量. 

本文的目的在于证明次之二定理. 

定理1 下面的估计式成立 

以 c 1 (a,a)(7Ar- al te ii (ln JV 产 U -卞 


此处 Cl ( a , 8 ) 为依赖于 a 及 s 的常数. 

命/ e Ef ( C ), 且对每一变数都是奇 函数. 又命 u { Xl ,..- ，: r,) 在 s 
维单位立方体 G ， 中适合 Poisson 方程，而在 G， 的边界上取零值.则由定理1可以 
推出 

定理 2 命 .s > 2. 则对于素数 AT, 皆存在整数矢量 a = ( ai ， …， a ,) 使 

| u ( Xl ， (穿 ，…(*1，…，^*)! 

^c 2 (a,s)N=^^ £l (la N)^-^ , 

此处 


仇(*1，… , x t ) = 


'4 ^V 


< E e - 

命1 … 讯 * 


r< ( mi 卜-穿 +...+„ •卜 -穿 ))) 

mf H - hmj 


其中 E' 表不去掉 mi = = m 8 = 0 _ 项. 

定理 1 与定理 2 改进了以往 KopoeoB! 1 ， 2 ! 与作者⑶的结果.例如当 a = s = 2 
时，由定理 2 得出误差 0(AT_S+ e ), 而由 Ko P0 6 OB 及作者原来的结果只能分别得出 
0(A^~ 1+e ) R 0( N ~ i +e ). 

n. 定理 1 的证明需要次之二引理. 

引理1[ 4 】命 “(1 < i < a) 及 rn 为满足& …乙彡 3 s 及1 < m < &… I S /3 S 
的整数，而 a > 1为实数.则 


《 C3(Q ’ S) (i' …乙 K 

引理 2[5 1命 a > 1及 TV 为素数，则存在整数矢量 a = ( ai , …，％)使 

▽ , 1 〆 , .(In N ) a ^ 

^ . (m： - - - m 9 )° ^ • 

aiTOi+ … +o a m • 三 O(mod /V )、 ’ 
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定理1的证明 ： 

1) |u - Q| ^ ••- ,m a )||C(mi, •• - ,m s ) ,m,)| 






2) 由于 


i¥»l … 


- , m „) 

= - ^2' C(li +mi, ■■- ,l» + m t ), 

««ih+ … +a,t«sO(mod W) 


所以 


lE.h E 


… 由 *< 汉 1 


(mi - - - fh,) w 


E 7 

ojli+ … +a»J,sO(mod iV) 


、 （ll + mi ) ■••(!• + m ，) 01 

由引理 2 可知，当 W > c 5 (a,s) 时，同余式 

a\li + ... + a t l» = O(mod N) 

的非零解适合 


(当 iV < c 6 (a，a) 时，定理显然成立).所以由引理1与引理 2 得 




[logjWi] 

Ej« c E 

fc=o : 


E 


(mi - - m,) w 


,((^1 + m,)) a 


x : E ， 

»iJi+ … +<»jJ •三 O(mod iV ) 、 
ilog,Ni] 

(c t (2-*- 1 AT 1 )- Y ,' E 


ai / i + … + a ,“ sO(mod W ) 


(/l + mi) … (i, + m,) a 
[log 2 JVi] 

^ c 3 ( a , s)C £ (2- fc - 1 JV 1 )- w 

fc=0 aiIi+"-+a,J s =0(mod N) 

< 07 ( 0 , 8 )CN{- u+a N-°(in N) a ^-^ 史 ( 2 a-1 )-* 


{ h - L) a 
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^c 6 ( a , s )CN- al ^-r l) (]n WD--' 

3 ) 広卜 ㈨ .二一 4 +»)呵—(心尸 

< c 10 (a,s)CN r ^-r l) (In jy ^-f -' 

由 1)、2)、3) 即得定理. 
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论一致分布与近似分析-一数论方法（ I )* 

华罗庚 王元 
( 中国科学院教学研究所） 


摘 要 

本文研究由实分圆域定义的一致分布点列贯，求出了它们的偏差，并应用于数 
值积分问题. 

§1•序 言 

命 G s 是 s 维空间的单位立方体. 


0 ^ xi ^ 1, • • • , 0 < x, ^ 1. 

令 ni < ri 2<-. 为正整数贯及 

Pn,(j) = ( 彳⑴ ， … ， CO)) (W “） 

表示 G a 中的点集.对于任何 (九. •■ ,%) e G ，， 命 AT ni (7, •••,7.) 表示点列 Pn ,0 ')(l < 
j ^ ni ) 中适合不等式 

0彡 x ^ l ) { j ) <7 i , " »0< xi n ,) ( j ) < 7. 


的个数.若 


Um 


= 7i, ••- i7., 


则称点集贯 P „, C7')(ni < n 2 〈…） 在 G ， 上一致分布 W . 进而言之，若满足更强的 
条件: 

卜 (71 “: ,7,) - n 卜咖 I )， 

此处 v >( nj ) = 0 ( 1 )，则称点集贯 P „,( j)(ni < n 2 < • • •) —致分布，且有偏差 p ( n ). 特 
别当 叫=1 及 xf { j ) = xi ( j ), ••- , xi l ) { j ) = x s ( j)(l = 1，2，...） 时，则称贯 P ( i )= 
… .*»( j))(j = 1，2，-..) 在 G s 上一致分布. 

中国科学 》7l6,4,1973,339 〜 357. 
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命 p 彡 5 为一素数， r = ^(p-l)&g = r- l = $(p - 3). 实分圆域深 r : 

^2cosy) 为一个 r 次的代数数域.命 

„ 2 n „ 4 ir 2 irq 

0；1 = 2 COS — ,U>2 = 2 COS —— , … ,Uq = cos - . 


— 叫彡 c (來) n , * (1 彡 i < 9) 

表示诸咕的联立有理逼近,此处我们用 c(/,..-,j7) 表示仅与 /,■■■, 9 有关的正常 
数,但不一定取相同的数值. 

定理1 命 

p U ) = ({ wij }, - - -， {〜})(?• = 1,2,…)， （1.1) 

其中 M 表示 a; 的分数部分.则贯 P ( j)(j = 1,2,--)有偏差 
< p ( n ) = c (采， e)n _1+e , 


此处 e 为任给正数，本文将沿用这一规定. 

定理2 命 

Pni ⑴ = ({告}，{^}，..，{4! 2 })…“).⑽ 

则点集贯 (p ni (j)) 有偏差 

沪 ( n ) = c (深 r ， e ) n _ 卜忐 +e . 


命 E :( C ) 表示函数类 

/(町 ，…， 為) =… ， m «) e 2ir< — + -. + w )， 

此处 Fourier 系数满足 

|<7 卜…，叫以 (咖二 ， 

其中 a > 0与 C > 0均为绝对常数及 rft = max(l, |m|). 

在本文中我们假定 a> 1. 

将点集贯 （1.1) 与 （1.2) 式用于数值积分问题,我们得下面 结果： 
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定理3命 Z 为> a 的最小整数及 _为 由下式定义的整数集 

t 〜御. 


则得 


sup 

/ eB ?( c ： 


/(*!.••• , x q )dxi - dx q - 


(2 n + 1)， 


< • • • . < C ■ c (^ r , a , e ) n - a+e . (1.3) 

j=—nl 


定理 4 我们有 

sup 
feBfH 


l l 取…’咖广如-读’卜空’...' 警 )| 

<C-c(^ r ,e)nj" ?_i » +e . (1.4) 


悉知在某些条件之下,非周期函数的积分可以化为周期函数的积分来计算（见 
文献 [2]). 当 a = 2时，我们还可以用下面的简单公式来代替 （1.3) 式. 

| …，(外…，咖 1 .. ■ 私 - 这 (1 -畀)胸, 

< C - c (^ ri e ) n - 2+e . (1.5) 

由 Rothl 3 ) 关于一致分布点集贯的偏差的结果，即可由定理1给出估计，除 
因子 n e 之外，已不允许作本质的改 进了. 我们称这种点集贯的“最佳分布”的点 
集贯.其他著名的“最佳分布”点集贯在1959年与1960年分别由 Ko P 6 ob 【 2 ] 与 
HaltonW 引入.我们也可以证明由定理3给出的误差项是不能作本质的改进的（见 
文献 [5]). 欲要得到 （1.2) 式的整数贯 , h ( q l ) ； n ,), 只要进行 c (^ r )% n< 次初 
等运算 • 

古典的数值积分方法是借助于点集贯 

(m’".’m) ••- J^rn-1) (1.6) 

来建立的.即在 G , 上的积分用和 
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来近似计算 .（1.6) 式的点数为 n = m a •易证 （1.6) 的偏差> n _ 士及 Ef ( C ) 上函数 
在 G , 上，用古典求积公式所得的误差项彡 2 C~ a/a {^L f { x u - •- , x a ) = C ( e 2vim ^ + 
e - Mmmj / m 。)， 则 



ji.-j, N 7 

BaxBajiOB 问与作者⑺借助于 Fibonacci 贯（巧)，对 g = 1，独立地证明了公式 

(1.4) 式，并得到误差项为 OiF ^ logSFi ), 此处 

因采 =R ( 2cosy ) = R ( y /5), 所以点集贯 （1.1) 与 （1.2) 式分别可以看作由黄金 
分割与 Fibonacci 贯得来的点集贯 

{ =丄’ 2 ’ …) 与({美}，{穿}) “ 0 《 F ，） ⑽ 

的推广.因此我们曾建议用实分圆域来处理高维空间的数值积分问题，并给出了 

(1.4) 式对于2 < 9 < 10时的若干数值例子虽然我们可用其他完实域来代替 
分圆域,例如用 Dirichlet 域 R ( y / pl , - , y / Ph ), 此处诸 Pi 为 h 个互不相同的素数, 
但我们猜想分圆域在同次域中常能给出最佳的结果，而且也便于计算. 

上述诸定理的证明依赖于 W . M . Schmidtl 10 ] 关于代数数的联立有理逼近的重 
要结果. 

引理 1.1 命 ai , ••- , a a 为实代数数及 l , a , -■■ , a a 在有理数域 fi 上线性独 
立.则 

( aim，i + • • • + a s m B ) ^ c ( o ： i ， … , a ,, e)(mi 
其中 oil , …，是一组不全为零的整数及 〈; e ) = min ({ x }, 1 — {®}). 

我们也引用了 由 BaxBajiOB 【 6 〗， Kopo 6 oB [ 2 ]， Haselgrove【 u I 与 HlawW 12 ， 13 】 等人 
引入的近似分析中的数论方法. 

用 A . Bakerf 14 ) 的类似结果来代替引理1.1，我们也可以得到相应的近似分析 
结果.例如可以证明，贯 


PU) = ( 何 } ， {e 2 j}, ', {e 9 j}) U = 1 ， 2 ,…） 


(1.9) 
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有偏差 f(n) = c(a,e)n~ 1+s . 

用 Wang 520台式电子计算机，我们得到 (1.5) 式的例子 
x / (2j cos 2j cos YY ， 2j cos ^,2jcos|^^ I < 0.065C. 

§2. 完实代数数域 

命 . A 表示一个 s 次的完实代数数域，对于大中的一个数 T 7, 命 rjd )(= 
表示其共辆.假定岣，…， w , 是兔的整底，作方阵 

则方阵 ^ 

s = n'n = (5^w‘ w o^ fc) ) (1 ^ i,j < s) 

称为义的基方阵.显然基方阵是有有理整元素的方阵.在模群作用下，基方阵的 
不变性是表示代数数域的一个特征 . S 的行列式 det S 称为域的基数. 

若义中有一个单位 T ?， 适合 



H > 1. \ V U) \ < C (^, ( 2 ^ j ^ s ), 

(2.1) 

则将7?表为 


(2.2) 

此处诸&为有理整数.由 (2.2) 式及其共轭式子可以推出. 



(”⑴，…，”⑷卜 ㈨ ，…上 )/2、 

(2.3) 

因而定义 

(”⑴, …， ”(•))!? = (&，".， k 3 )S = (/» i , 


或 

= ^2 ”⑷ # (1 《 j 彡 s ) 


故由 (2.1) 式得 
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=及 n = 


I” - n l = 5Z ~ 5Z a 九卜 H l«ilK»7-*i| 
I i=l i=l ' i=l 

<c (无刺击， 


即得 

卜 - < C( ^* ) l n l -1_ ^ T ( 1 <^< 8 )- (2.4) 

当 s > 2 时，经典方法只能证明存在无限多组整数（知,… ，/ i ,; n )， 使 （2.4) 式 
成立.但不能具体定出 ( hi ,---, h .; n ) 的方法.本书将指出，寻求 ( hi ,--- ，/ i ,; n ) 的 
问题等价于寻求完实代数数域义中适合 （2.1) 式的单位 7 J 的问题.若知道完实代 
数数域的一个独立单位组，则可以由下面定理求出适合 （2.1) 式,而且满足 


|»? i | -» 00( 当 Z -► oo ) 

的单位贯 （印） 来.因而有无穷多组有理整数 (/!!,••• ,h s] n) 适合 （ 2.4) 式. 

定理 2.1 完实代数数域天，中存在单位贯切(=»7, (1) )(/ = 1,2,…)，其共轭数 

适合 

|»?, (0 | < e -(2l_1)c (2 < t < s), 

及 

e _2 曾 )| < | i7 , w | < e 2 c | t / p ) | (2 

此处 c = c (^,) > 0. 

证命 ei ，…为 A 的一组独立单位，命 

= £ ( 1 <)<1 --- e ^ ， r ， (2 < * < 

及 

« = 2 黑(⑽ I 琳?〉")• 

由于 

det(log \e^ ) ， 1 1)/0 (2 ^ s,l ^ j ^ s-1), 

我们记线性方程组 


log | 《⑵ | =…= log |^»>| = -2 d - 1 
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的解为 

命 


h = 把 ，…， L-i = d . 


[d = a i l) (1 < t < a - 1), 

此处 M 表示怎 的整数部分.定义 

则 

log |»7, w I = 53 a T lo 8 1 £ 5 <} I 
i=i 

^£ Z 3 <>lo «l e 3 <) l + £l 1 °8l e j <) H 
i=i i=i 

=log 11 log l^ll < -2cZ + c 
j=i 

=-(2/ - l)c (2 ^ < a), 


llogl^l-loglij^ 11< I log |{ w I - log If) 11 

+ £ (I log |4*)|| + I log |#||) < 2 C (2 < i，j < S ). 

fc=i 

定理 2.1 得证. 

由定理 2.1 可见，欲得到满足 （2.4) 的整数组 (如 ，…， V »>， 仅需 c (^,) log | n | 
次初等运算. 

§3. 实分圆域与实 Dirichlet 域 

(1) 命 p > 5为一素数 ， r = |(p — 1) 及 l = r-l = -(p - 3)，完实分圆域 
兔 = 八2咖亏) 是一个 r 次域，它的一组整底是 


„ 2ir „ - 2nr 

0J\= 2 COS — ,W 2 = 2 cos — ， … ,U) T — l cos - • 

P P P 


(3-1) 
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命 （ T 为 ( Wl , • - • , U > r ) 的轮换（即 Wl -*• ta »2, …， W r —► 则采 中的任何兀素 

17 (= ”⑴)，经变换 <7,4,…， M 后，得到 r ? 的 g 个共箱元素 r ?( 2 ),... ,7,(*-), 因此 

5 = n'n = pl - 2 M . 

此处 J 为单位方阵及 M = ( rriij),mij = 1. 

取浼 r 的一组独立单位 ei ,--- 则由定理 2.1 构造单位 


V = eV--^" 


满足 


W> W| < |” w | < eVl (2<i,j<r), 
此处 c = c (來） > 0 •若 

>7 = 51 心“ 

i=J 

则由 

(hj, ••- ,hr) = (fcx,- - ,kr)S = (fcl, … ,K)(pl - 2M), 

得 


由于 


所以 


故得联立丢番图通近 


悉知 


hi =pki -2 y^fcj (1 彡 i 彡 r ), 
i=i 


=-i. 

i=l 

n = -^2 h j = -^ Z k i - 

3=1 i=! 

-w ‘卜 c ( 來 ) n-H (1 < t ^ r). 
sin — g i+1 




(i ^ i < g) 


(3-2) 


为分圆域深 r 的一组独立单位，此处 g 为 mod p 的原根.如果能用单位组 
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则更为方便，但它们并不总是独立的，但我们知道 2 cos^(l ^ l ^ q ) 为一组独 
立单位的充要条件是： （ i ) 2为 mod p 的原根或 （ ii ) 2的次数为7•，而且 p 三 7( 
mod 8)( 见文献 [9]). 

⑵命 pi , …， p h 为 h 个互不相同的素数 ， m = 及 Z = m -1 •实 Dirichlet 
域取 n = Jt ( y / Pl , …， V ^ T ) 为一个 m 次代数数域.命…， 灼为風 „的一组独立 
单位.我们可以取诸 q 为诸 Pell 氏方程 

x 2 - pi -■ - pi k y 2 = ±4 

的最小解 I + 必：卜' 此处 A ： 彡1及1 < h < • • • < i fc 彡/ I 为1，2,…， ft 的任 
意选择.可以取 

e . y + =Vi = l ( mod 2) (1 < i ^ r ), 

Xi + y/3iyi (t + 1 < i < Z), 

此处叫与 y < 为有理整数. 

的整 数为： 

Wl = l，w 2 =£!,-•• ,W T+ 1 = £ r ,Wr+2 = y/dr+ir - ,W m = y/di- 


考虑/ 个变换 


( w . ,* fc ) 


f - y / pZ , 当 V = ij -, 
1 y / pZ , 当 v / ij .， 


1 < Jfc , 


此处 fc > l 及 1 为 1 , 2 ,- -, h 的任意选择.将这些变换作用于 

的任何元素 r ? (1 ))， 则得其 Z 个共轭元素 *7 (2) ，… ,V {m) - 构造方阵 

O = (<*4 力 ） (1 < t, j < m), 


则 


s = n'n 


A 

o 


o 

B 


此处 A = (ay )(1 < i, j ' < t + 1) 及 B = (6^,)(1 ^ fi,v ^ l - r ), 其中 an = 2 fc , au ：= 
2 h ~ 2 (x^_ 1 + d<-i!/i_i)(2 彡 i < t + 1),ay = aji = 2 h_1 ij_i(2 < j < r + 1), a i3 = 
2 h - a Xi-iXj-i(2 <i,j< T+l，i # j),b MM = 2 h d T+M (l < < 1-t ) 及 b M1 / = 0(M X 
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按定理 2.1 构造级 m 的单位 

使之满足 

M > 1, e-^l^l < |^>| < e 2c \^\ (2 ^ i, j < m), 

此处 c = c { S m ) > 0,若 

ri = ^2kitJi, 

*=? 

则由 (*!,••■ ,A m )5 = (/»!,••• ，/^)得 

n = h = 2 h_1 (2fci + , 

^ _ I 2 fc-2 (23^-1^+ dj-iy^^kj + ^ (2 < j < r + 1), 

i. 2 h kjdj-i(r + 2 < j < m). 

故得联立丢番图逼近 


卜 -* 卜 c (^m)n _1_t (1 < t < m). 

§4 .一 致分布 


本文用7 = (7i，•••,7.) 表示实分置矢量，而用 m = (rm ，…， m a ) 表示整数分 

童矢童.我们还引入记号 Ihil = 71---7..M = hl，... ，7*1 及 ( a , 0 ) = ^ 2 ai / 3 i(a 

与/3的矢量乘积).现在我们证明 Erdos-Taran-Kok8ma 公式. 

定理 4.1 命^>7/>0及/为整数，则对于任何 7 € 皆有 

6 V 


l^-iV- ni ( 7 ) -| 7 |l< 2 a+ V(n«). 


此处 






—穿 +2 ，, 


其中 S' 表示在求和号中略去 m = 0 = (0, • • • ， 0) —项. 
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引理 4.1 命 r 为正整数， a , /?为实数及4满足 

则存在以1为周期的函数 ^( i ), 满足以下 条件： 

(1) 9{x) = 1，当 o ： + ^4< a :</3 -|A 

(2) 0< !?(0：)<1，当^--4<*<«+|厶 
及 

P - ^4< a :< j 8+^4. 

(3) ! P (®) = 0， i /?+^ zl < ar<l + a-|A 

(4) !?( a ;) 有 Fourier 展开 


!?(x) =0-a + J^C7(m)e 2ir<ma: ， 

此处 r+1 \ 

lC(m)l (‘） (^)j • 

证明见文献 [15】 

引理 4.2 命 0 < <5 < < p ( ni ). 若当5 < 7< < (1 - < J(1 彡 i < s ) 时,一致分布点 
集贯 (氏 …）满足 

| 士尺 n,7-hrl| 〈咖 ) ， 

则对于任何 7 e G a 皆有 

1^,(7)- N |<2* + V ( n 0- 

证为简单起见，今后我们皆略去叫与/的指标 Z . 

( 1 ) 命5 《 a < < 戊 < 1 一 J (1 < i < s ) 及 N n ( a ,0 ) 表示 P „( j)(l < j < n ) 满足 

Oi ^ x \ n ) ( j)<Pi (1 < i ^ s ) 


的个数.则易知 


( 2 ) 命这表示区域 


- N n ( a ，/3) - |/3- a | < 2 a ip ( n ). 


6 ^ Xi < l-p (1 < i 彡 s ) 
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及虿表示切关于 C ? s 的余集，则 I 的测度 < 2 M 彡 2 V ㈨ •由⑴可知落人贫的 
点八⑴的个数为 

(1 - 2 S) 3 n + ^2 a rvp { n ). 

t ? 不一定表示相同的数，但 | t ?| < 1，所以属于歹的点 P n ( j ) 的个数不超过 
(1 - (1 - 2 J)*)n + 2 V ( n)n ^ 2 S + V ( n ) n . 

(3) 综合（1)、⑺可知，对于任何7 € G ， 皆有 

|^ n (7) -|7 l | <(2* + 2• + 2* +1 ) 咖)= 2 a+ V(n). 


引理 4.2 证完. 
定理 4.1 的证明 
之下证明 


即可. 

引入函数 


由引理 4.2 可知，只要在条件 3 tj ^ 7* ^ 1 - 3??(1 < i ^ a ) 
|^ iV n (7)- |7 l | < < p { n ) 


G x ( y )= 


1，当 ( Kv < a :, 
0,当 a : 彡 y < 1. 


则得 


= ^ E 〜(4 n ) 0.)) …〜 ㈣ ⑴). (4.1) 


当 3 r ? < a : < 1 - 3»? 时，按引理 4_1 构造两个辅助函数与 ⑻满 
足 

⑴ Gx \ y ) = 1， 当 2 tj < y < a : — ”； 

( ii ) 0 < G * J ( y ) < 1, 当 /彡 2tj 及 z-t/ 彡 y < a :; 

( iii ) G ^\ y ) = 0, 当 a : < i / < 1 +»/; 

( iv ) 有 Fourier 展开 

G ^\ y ) = x -2 t , + Y ^ C2 ( m ) e ^ im «, 


|CMm)| < min (x - 2% ^ 2 )- 

GS 2) ( y ) 满足 

W G ^\ y ) = 1, 当 一》7 彡 y 彡 a ：; 
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(U)' 0 < G^\y ) 彡 1 ，当一 2” < I /彡 -V^-x^y + 7]-, 

(iii) ' G^\y) =0, 当 3 ： + »7< 穸 <1-2»7; 

(iv) ; Gi 2) ⑼有 Fourier 展开 

G^\y) = x + 2 v + Y^C 2 {Tn)e Mm y, 

其中 

|C 2 (m)| <min(x + 2 ^^,^ 5 ) - 

由 （ iv ) 可知 

GW(y)=x-2 V+ S ^2 

|m|<h |m|>fc ' 

=x-2»7+ V'Ci (m)e 2ir _ + 

I 品 nTlh 

其中 ^ y P = /i -1 - 在上式中置 ： c = 而及 y = 讲，并置呀 ） = 
*i- 2^ i < a ). 则得 s 个方程，分别将左端相乘与右端相乘，则得 

趨如） … G^{y.)= Y, C^rm)- ••C,(m.)e 2)ri < m *^ + - +TO ^-) 

+ (l+ H l C “ m )l) = (xi - 2 tj) ••- (x a - 2rj) 

'\ | m|<fc / 

+ V ； 'Ci{mi) - CMmde 2 咖 … +.. +m 小 ) + 们明:队 ， 

I 么 Vh 

其中 

1 + |Ci(m)| ^ 2 + — + — f y < 2 + log ft < log9/i. 

ImKh n n Jl 

所以 


=xi---x, + ^2 'Ci(mi) -Ci(m a ) 

| nti|^h 


-+"».».) + ^ d: h + 2 S+1 ”) . (4.2) 
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类似地，有 

=®l ■■■x a + D 'C 2 (mi) - C 2 (m,)e 2 “( mi 讥 + " +TO 小） 

|m‘|<h 

+tf (!^ + 2 . +1 ,). (4,) 

由 G^y) 与 G ^\ y ) 的定义可知， 

G ^( yi ) - GW ( y a ) ^ G Xl ( yi ) - G x .( y a ) 

^( yi )--- G ^( y 9 ). (4.4) 

故由 (4.1), (4.2)、（4.3)、(4.4) 式即得定理 2.2. 

§5. 定理 1 的证明 

定理 5.1 若对于任何矢量 mjtO 皆有不等式 

((m,7))>6||m||- 0 , (5.1) 

此处 a , b 为满足 s + l>a>l 及1>6>0的常数，则贯 

P { J ) = ({TiJ-}, …， {OW_})0 = 1,2,…） 

有偏差 

< p ( n ) = c(a, b , a)n -1+2 *^ a-1 ^(log 3n) 1+ * 4, °, 

此处 表示 Kronecker 符号 

引理 5.1 命 <5 为任意实数.则 

证 若 S 为非整数，则 



^|sin7rJ| ^ 2 ( 6 }' 
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故得引理 5.1. 

引理 5 .2 命 〆 m ) 表示 m 的非负函数，则 

hi hl m ， tr=i m <« + . … m ?. 
x IZ … H … X) ’s(fc), 

Ifciil<>»+1 im<fc+l |fci I+1 l<mi J+1 |fci. Km,. 

此处子表示通过 （1, 2 ,…， S ) 所有的置换 i = •••,*,) 求和 • 
ffi 由于 


所以 


Y1 = + £ + 9 (.-m)) 


= sw + E ( 

m=l y 

r I ： 

| fc |< h+i 


m 刚 +3(-*)) 

1 E 一 


l ^ k^m 


< 51 ^2 H 3(k) + T J2 S(k), 




E 


g ( wt ) 


< 5 : , 


(E 4, ^ 9{mir 

m.=l |fc.|<m. 


|nfe 产 1 •.爲 -A 


|fc.l<A+l 

E 


： (e 4 


’g(m u … ,m s -i,k s ) 
n |fc.l<fc+x . 

<EE^_E ••E^ 


|fc,Km. 


m i . 


,m,-i,k s ) 


jni, ■■- ,m a -i,k a ) 


m < i+i = 

< II … 5 Z n …淋 

|fci,l«h+l |fci,Kh+l|fci <+ 1 K»»i , +1 |fci. I«mi. 


引理 5.2 证完. 
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引理 5.3 命 m 笋0及 Q = + 若对于任何 m # 0皆有 (5.1) 

式，则在任何区间 (P.P + Q- 1 ] 中最多只包含一个点 (fc.-y) = f>7i, 此处 * 为有 
整数分量的矢量，其分量&满足 IM < KKi <*<«). ，_1 

证若在区间 （P, P + Q - 1 ] 中包含两个点(*',7)与此处 V# fc〃, |fc{| < 
|m<| 及 |Af| < |m<|(l < i 彡 a), 則 


另一方面，由 (5.1) 式可得 

>2—6||»1»||— > Q - 1 . 


故得出矛盾. 

引理 5.3 得证. 

弓 I 理 5.4 命 m 一 0 及 Q = p^Hmll^-^ + l. 若对于任何 m — 0 皆有 （ 5.1) 


式，则 


E 


<(*，7)> 


^4Qlog3Q. 


证将区间 （0，lj 分成 Q 个子区间 

心 = (1，穿]卜 0 ， 1 ，…，。- 1 ). 

由 (5.1) 式可知在&中不能包含点 (ib,7), 此处 fc # 0及< |mi|(l < i 彡 《) .由 
引理 5.3 可知对 任何心 中最多只包含一个点 （fc,7)， 此处 j_ > 1. 因此 


I ： ' 





^4Qlog3Q. 


引理 5.4 证完 • 

引理 5.5 命/ I多2为整数.若对于任何 m _ 0皆有 （5.1) 式，则 


E ， 


IIHK(^7)) 
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证由引理 5.2 与引理 5.4 得 

S S ' 5 Z m ? l -- m 1 

|mi|$h '' "’ <=0 t m ‘ |+1 =1 m‘.=l *i+> *• 

x S • H S … Yj rnh)) 

E E 巧 ■ c ( a ， 6 , 咖 mi,) 0 log h 

i=0 t m ‘ |+1 =1 m(,=l *1+1 ** 

< c(a,b, s )/i»(<»-i)(i 0 g/i)i+«i.- 
引理 5.5 证完 • 

定理 5.1 的证明由引理 5.1 与引理 5.5 可知 

V '」一 ifv 咖,，)■> < I V 7 ___ 

| rn 7 Khll m| l n h n | ii ^ 2 H m "<( m ，介 

< c ( a ,6, s ) n - 1 h ^ a -^(\ ogh ) 1+,s '- 

取 q = +及 ft = 8 n 2 , 故由定理 4.1 即得定理 5.1. 

由 #1,(^ ，…，叫在有理数域丑上线性独立，所以定理1显然是引理 1.1 与 
定理 5.1 以及定理 5.2 的推论. 

§6. 定理2的证明 

我们用表示边平行于座标轴，体积不超过 M 的 s 维平行多 面体. 我们还 
用 ti = ( uo , …， u *) 与 h = ( l , hi , ••- , h t ) 表示 (5 + 1) 维整数分量的矢量. 

定理 6.1 命 n > 1为整数及 M > 1.又命 a =(叫， , a 4 ) 为整数分量的矢 
量.若同余式 

( o , m ) = ^ OiTrii = O ( modn ) (6.1) 

i=l 

在区域 

|| m || < M , m ^0 (6.2) 

中无解，则点集 

({孕}，…,{竽})以《") 


有偏差 


ip { p ) = c (3, e ) M _1+e . 
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定理 6.2 命 

|^-7i| (1 < » < s) (6.3) 

为诸％的联立有理逼近，此处 d > 0为一 常数. 若对于任何 m / 0 皆有 （5.1) 式, 
则存在常数 c ( a , b , d , 8 )(< 1) 使同余式 

( h ,«) = up + hiui = O ( modn ) (6.4) 

i=l 

在区域 

I HI ^ c(a,6,d,s)n (1+ i)/<° +1 ),tt ^ 0 (6.5) 

中无解 

引理 6.1 命 Z >1 为整数，则 s 维区域 
|| m || < IM 

可以被不超过 c ( e )" 1+ * M e 个/^ 型的平行多面体所覆盖. 

证取 

c(e) = 2 2+e J3(j- (1+，) + 2- 衫). 

3=0 

(1) 对于 s = 1,因区域 （6.6) 就是区间 (- IMJM ), 所以它可以被不超过 


个型为 [c，c + M] 的区间所覆盖,此处 C 为实数，所以引理 6.1 对于 s = 1成立. 

⑵我们假定 A: 为正整数，而且引理 6.1 对于 s = 1,... ,fc 成立.现证明引理对 
于 s = fc + 1亦成立 . 

用超平面 

mk+i = 0, ±2*i (* = 0,1, - - ,[log 2 M]) 

将区域 

fhi ■■- ffik+i < IM (6.7) 

分为 2[log 2 M]+3 片 

(i) m k+ i = j,j ^ l 

(ii) 2H < |m fc+ i| ^ 2 <+1 i(i = 0,1, ••- [log 2 M]). 

(3) 假定 m k + 1 = j . All 
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mi • ,rh k < 宁 < ( [ 臺 ]+ 1) M. 

故由归纳法假定可知，上述 fc 维区域可以被不超过 

Q = C ( ff ) fc ([ j ] +1 ) 1+£ ^ 6 ' 

个枝型的平行多面体所覆盖，以这些巧为底，以 1 为高作 P ^ +1 , 则子区域 
m fc+ i = j 可以被不超过 Q 个 P* +1 型的平行多面体所覆盖 . 因此由⑴定义的一 
片区域可以被不超过 

2 自制 *([ H ) 1+V . 

个型 p* +1 的平行多面体所覆盖 . 

⑷考虑 (6.7 ) 式的子区域 

2 ‘i < m k+l < 2 <+1 i , 

则当 m fc+ i = 2*1 +1 时，有 

_ _ M 

mi • • • mfc < 歹 . 

故由归纳法假定可知上面区域可以被不超过 

^(1)' 

个 P^ /2i 型的平行多面体所覆盖 . 以 P^ /v 为底，以 f 为高，作多面体 P # 1 . 因 
2H + 2*/ + 1 > 2 i+1 l, 所以区域 (6.9) 可以被不超过 ^ P ^ +I 型的平 
行多面体所覆盖 . 因此由 （ U ) 定义的区域可以被不超过 

[log 2 M] . . e 

2c ( £ ) fc E 《歹） ( 611 ) 

个 p^ +1 型的平行多面体所覆盖 . 

(5) 由（ 6 . 8 ) 与 (6.11) 式可知，区域 (6.7 ) 可以被不超过 

c(e)*i 1+e M E E(jSr + |j)< c ⑷叫 +¥ 

个 P^t 1 型的平行多面体所覆盖，故由归纳法即得引理 6.1. 


( 68 ) 


(6-9) 


( 6 . 10 ) 
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弓 I 理 6 .1 中的 c ( e ) s l l + e M E 可以换为 c ( s ) ilog * -13 iM (见文献阅). 

引理 6.2 命2^表示同余式 (6.1) 在区域 (6.6) 中的解数.若 （6.1) 式在区域 
(6.2) 中无解，则 

Ti,^ c(e)»Z 1+e M £ . 

证由引理 6.1 可知，只要证明同余式 (6.1) 在任何型的平行多面体中 
最多只有一个解即可.假定同余式 (6.1) 在某 P & 中有两个解 m ' 与 m ", 此处 
m ' 兴 m ". 命 m = m ' - m 〃. 则 || m || < Af 及 

( a , m ) = ( a , m ') — ( a , m ") = O ( modn ). 


故得矛盾. 

引理 6.2 得证 

定理 6.1 的证明取 35 a = e . 则由引理 6.2 可知 




- Yl e 2 * <(l 


1 


=去 E 71 ^ 1 (y - iTl) + (J'+dm 

Kc(SyM- 1+s h aS (Tit = 0). 

取士及 = 7([M] + l) 2 . 则由定理 4.1 即得定理 6.1. 

定理 6 . 2 的证明命《 / 0 为同余式 (6.4) 的解. 若 叫 = 0(1 彡 i < s), 则 
«0 # 0 .由 (6.4) 式可知 uo 三 0(modn). 所以 彡 n. 从而 u 不属于区域 (6.5). 
因此我们可以假定 («!,••• m 


公 1 …> (▲) 。 n (1+ i )/(o+1) , 

则 

故得定理.现再假定 

丑 1 … ^i+iVCo+i) 

\2 as J 
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<«-用 ⑼， 

由 （5.1) 与 (6.3) 式得 

排-+〉 

所以 

|uo|tii'--u a > ^(2da) 辑6击 n (1+ i )/(< * +1) . 

定理 6.2 证完 • 

显然，定理2是引理1.1、定理 6.1 和定理 6.2 的推论. 


§7. 定理3的证明 


我们用记号 


1(f) 


-!： S ： 


/(XI，… , x,)dxi - --clXs 


Pn(f) = I(f)~ l 2n ].^ E 


定理 7.1 若对于任何 m # 0 皆有 （5.1) 式，则 


sup |^(/)|^(7 0(0,6,0, 5 ) n -*»+.«(«-»)/(--i)(iog3n) a+ *° 5 *'* 
/eE;(c) 


证 h |2^|<1, 

I h sin no \ 

此处 ft 为正整数，而 5 为非整数的实数. 
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1 J 2 C (- m ) H ' 


及 

故得 


一 (2n + l)h 

=c(0, + ( toTI ? S ，c(m) 

C(0) = 1(f), 




• ||m||° |(2n + l)sin7r(m,7) 

此处及表示满足 |m<| < nA(l < i < a) 的 m 求和，而及则表示其余部分. 
当 a>l ， a:>0 及 fai<oo 时有 

由引理 5.1 与引理 5.5 可知 

二 1 ^2°(2n + l) Q [ Lj|m 叫 K(m ， 7)》 a 

|»m|<nS=T 

< 2«(2n + l)« ^ l|m|K(m, 7 )) 

<c(a,6,a, s)n( -a+8Q ( a - 1 ))/( a - 1 )(log3n) a+sa6l .<*- 


(7.1) 


(7-2) 


显然有 s 

^i^F E Ii^iF Sc(Q ' s) "" 

1-1 |mi|>TiS^ 

将 (7.2)、(7.3) 代入 (7.1) 即得定理 7.1. 

显然，定理3是引理 1.1 与引理 7.1 的推论. 


(7-3) 
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§8. 定理4的证明 


我们引入记号 


杳⑼. 


Qn (/) = /(/)- 

定理 8.1 若同余式 (6.1) 在区域 (6.2) 中无解，则 

sup |Q„(/)| <C c(a, e)*M -a+e . 
/eEf(C) 

证显然可以假定因 

j=l 、 ’ j=l j=i 

= C (0) + 史 e 2- i ( a , m ) j/n 


= c •⑼ + E ’ c ( m ), 

( a , m )=0( modn ) 


由引理 6.2 可知 


其中 


J_8up |Qn(/)l < C 

°° (rpl+\ rpl \ 

(^ - (Ttif) ^ c， c(e)<M ~ a+e £/^ 

< Cc ( a , e ) a Af - Q+e , 

i i ^(+i - 

x~ a ~ l dx < 


^-( iTTF = a 7« x - 

定理 8.1 证完. 

定理 4 可以由引理1.1，定理 6.2 及定理 8.1 推出 • 

§9.算 例 

cim 制 . 
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首先，我们证明下面定理： 

定理 9 .1 命 ％,•••，％ 为一组实数，而 1,1，…， 在有理数域 i ? 上线性 
独立.则 

/e sup c) |P*(/)| < C (y) (^(n ； 7i, -,7.)-1), 

此处 

W(n;7i’ …， 7,) = I" + £ (1 - $) 六 (1 - 2{u}) 2 _ 

引理 9.1 我们有 





3(1-2{ x }) 2 . 


证因 



0, 

6 

7 r 2 m 2 , 


故得引理 9.1. 

定理 9.1 的证明因 


当 m = 0, 
当 m /0, 


及 


S (w-U'l) = S S = n2 


j«—(n—1) k=0 j=—k 

= i ^ I ：〉— + DM = (=) 2 ， 

此处 5 为实数，但非整数，所以 

=h E ( n -\ j \) Y , C (. m ) e 2 ^ m ^ 
=^ E C ( m ) E ( n - bl ) e^ (TO -W 

i=-(n-l) 
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由引理 9.1 可知 

y e Mm , 7W < £ ^ Vy ' 1 f y -^ (m - 7)> 
A ||m|P 2^1^ k n 2 U J tohk ||^ m || 

v / fc=Oj—* \ t>=l / 

l-2{7„i} 2 )-lj 

= C (皆）（释; 7l ，. ' 7 ，) _ 

定理 9.1 证完 . 

用 Wang520 台式电子计算机计算，可得下面 两表： 


表 1 8=3 

n W U;^=^,v^,Vloj W(n;e,e*,e 3 ) 

100 1.08877 1.10689 

500 1.01351 1.00914 

1000_^00672 1.00294 


表 2 a=4 

" W (n;2cos 昔， 2cos 苦 ,2coe 菩 ,2cos 菩 ) lV(n;e, e 2 ,e 3 ,e 4 ) 

1000 1.03263 1.13899 

1500 1.02139 1.11848 

3000 1.00887 
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附记在本文交稿后，我们又见到下列两本书（文献 [16,17]). - 个类似于本文定理 5.1 
的定理已由 H.Niederreiter 证明了 I 18 〗，而且文献 [9 丨中的某些结果己由 S.Haber 加以改 
进 l 16 I. 在文献 [17] 中还总结了某些高维败值积分的数论方法 . 

[16] Applications of Number Theory to Numerical Analysis, edited by S.K. Zaremba, Acad. 
Press, 1972. 

[17] 津田孝夫， 1973 多变数问題❼数值数析，廿 3 > * 株式 会社 . 
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论一致分布与近似分析一数论方法（ II )* 

华罗庚 王元 

(中国科学院數学研究所） 

提 要 

本文将给出前文 W 定义的点集贯在数值积分：插值法与第二类 Fredholm 积 
分方程近似解问题上的应用.同时亦研究了由 Ko P o 6 OB 引入的点集贯. 

§1. 结果的陈述 

命 /(*)= •- , x a ) 为对每一变数都有周期1的函数.命 a =㈣ 

当 oik = 0时，命=炎= 0,而当 a * > 0时，命 ctfc = p * + /3 fc ， 此处办为一非负 
整数,而0 < /3 fc < 1(1 < A : < s ). 定义 

Shf = (2*) -1 (/(* i , ••- , x k + h , ■■- , x „) - /( x a , ••- , x k - h , ■■- , x ,)). 

假定诸偏导数 

: 二 =(。^ < 内 

都存在,而且对每一变数都有周期 1. 定义 

uni = n ( 心砣 *)/ 卜 … ， 叫 • 

| a < i >0 

命 H ^( A ) 表示满足下面条件 

U^a,, <j4 

的函数构成的函数类，此处心， •• • ，0 3 = 0或1及 >!(> 0) 为一绝对常数.特别当 
ai =…，= as = a 时，我们将函数类记为 Hf { A ). 

前文 W 中引入的记号与规定在此仍将保留.将前文⑴中定义的点集贯 (1.1) 
与 (1.2) 式用于数值积分问题，我们得到如下 结果： 

^ 原中国科学》第 17 卷第 3 期， 1947 年 5 月 . 
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定理1 命 a 为适合 l ^ a >0 的数，则 



… j 。 f ( x u - - , x q )dxi - dx q - 

< Ac(^e r ,cn,£)n~ a+£ . (1.1) 


定理 2 

命 a 为适合1彡 a > 

0的数，则 




/€ ff ? P ( A ) 

/ - / /( Xi , - ,X r )dXi- -dx r - 

Jo Jo 

hij 

.,¥) 


^Ac{se r , a, e)n~ *_*+*• 




(1.2) 

其次，我们将用文献 [1] 中定义的点集贯 （1.1) 与 (1.2) 式来处理插值法问题及第 

二类 FVedholm 型积分方程的渐近解法问题. 




我们还研究一致分布点集贯 





与 

(⑸, 扮1 




(1.3) 

(削钋. 

-m) 



(1.4) 


此处 p 为素数，而 a = a ( p ) 为依赖于 P 的整数，这两个点集贯是 Ko P o 6 OB [ 2 , 3 1 分别 
于1957年及1959年首先引进的. 

定理3 命 p 为素数，则 


sup \f … f 伽… ，;c，X..dx, 
feH；(A) |7o Jo Pf^i \P P PJ 

< j" i4c(a ， s)p _ l ， 当 1 彡 a > 去时， （ 1-5 ) 

I - Ac ( a , s ) p _ a ( logp 广 1 +〜.' 当去 > a ： > 0 时， 

我们亦建议点集贯 

({p} ， {^l ， '"'{^P - }) (1<0,i<P) - (L6) 

并将它用于数值积分问题. 

研究第二类 Volterra 型积分方程 

¥>(*) = / K{x, y)<p(y)dy + f(x), ( 1 . 7 ) 

Jo 
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1/(0；) i 


此处/⑷ e ⑷及 K { x , y)e H ?( A ). 我们引入记号 

r 当 。>1 时， 

rr^， 当 1 …0时， 

9 平⑷], 


( 1 - 8 ) 


(1.9) 

( 1 . 10 ) 


^3 s p( a ) = > '■ g-2»i(mi+maa+--+m.o* _ 1 )j7p 

Al … •矣旮 

X r I 1 ' ■■■ 广 ―' e 2»<(">i*.+- +m.*.) dxi ... dx a . (1.11) 

Jo Jo Jo 

定理 4 命 p 为素数及 a 为正数，则存在整数 a， 使方程 (1.7) 的解 v?0c) 可 
以 写为： 

<p(x) =f(x) + 迄 $ (z ， 

■K (5^，(^ T^) + 吻―)㈣)， (1-12) 

此处与 “<5” 有关的常数仅依赖于 aiJ 4 及 e. 

欲得到整数 a = o(p), 我们需要 c(«)p 2 次初等运算.为了证明定理3,我们箝要 
用到 A. WeilW 关于指数和估计的著名定理. 

引理 1.1 命 p 为素数及叫，…， m, 为一组整数，其中至少有一个不是 p 的 
倍数，则 


e air»(mij+-+m. j*)/j 


< (« - i)Vp- 


> 0时，由定理3给出的估计，除因子 n E 及 （logp 广 i+k。 
外，是最佳可能的过去在证明 (1.5) 式时，常需加上较强的限制 a > 见 
文献 [2,5]). 定理4则为 maxoB[ 5 , 6 l 结果的改进：在他原来的结果中，误差项为 
0(p-f+H®), 其中 a > 2为整数. 

§2.函数类 


命 C 为适合 0<c<l 的常数，命 
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M ⑷= 


cos 2 (I log 2 lcD , 当 


其他情形 


Mx) = l-^2nt(x), (2.1) 

t=i 

此处 im { x ) = / i (2 1 -* a:)(f ^ 1). 

命/⑻为 S - 维对每一变数都有周期1的函数,并有 Fourier 展 开式： 

/(*)~ SC ( m ) e 2 咖， *)• 

对于一个以非负整数为分量的矢量 1 = (^,-••,<.), 定义 
Vt(x) = 

其中 

C t (m) =C(m)nt l {mi)-- (2.2) 

命 《 为以非负实数为分童的矢童.满足下面条件的函数 /( CD ) 所构成的函数 
类记为 Qf ( B ). 

11^11= sup \( p t { x )\ < B - 2 _ (。，*)， 
xec. 

此处 B (>0) 为绝对常数，特别当叫 = … = % = a 时，将函数类记为 Q ?( B ). 
引理 2.1 命 a >0, 则 

H ：{ A ) C Q?(A • C ( a ) 8 ) C Ef ( A . c ( a )»). 

引理 2.2 命 a >0 及 /( x)e 则 

/(*) = 5 Z ’ W ®)， 

此处 S " 表示求和号，其中 t 为过所有有非负整数分量的矢量 i 7 , 8 】. 

§3. 定理1的证明 
记 n 

«n(/) = /(/)- 

J =1 

显然定理 1 是前文 W 弓 I 理1.1，引理 2.1 及下面定理的推论. 
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定理 3.1 假定1彡 a > 0. 若前文 W 中的 (5.1) 式对于任何 m^O 皆成立， 


则 


sup |/J n (/)KB-c(o,6,a, s ) n -«+-(«-D(iog 3n) s+ail - 
/6 Q ；( B ) 


证由引理 2.2 知，当 /eQ?(B) 时，有 

«n(/) = ITM 奶 ). 

故由内 的定义得 


此处 


1屯(灼)1<2||灼||<2丑2-， 


*0 = <! + •••+*«• 


由前文 W 的引理 5.1 得 


^ e 2iri(m ， 7)j 




因此由 （3.1) 〜 (3.4) 式得 


E'XfeJi « E, + E 2 , 


其中 






(3.1) 

(3-2) 

(3.3) 

(3-4) 

(3.5) 


= S 2 ~ at °- 

to>log 3n 

由 （2.2) 式可知，当 ||m|| > 2* 。时，有 Ct ( m ) = 0 , 所以由前文 W 引理5. 5 ,引理 2.1 
及 （2.1) 式，得 

vn — 
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<flc(a, s)n -1 ^2 '■ 

||m||<n 

^Bc(a, b, a, a)n' 


IMI 〈 (wr)> 


因不定方程 (3.3) 的非负整数解的个数为 


to + a-1 


(to + a -1)! 


< c(s)t a 0 ~\ 


所以 


(3.6) 


E 2 E 2-° v - 

t=[log 3 n]+l 

^Bc(a, s)r» _Q (log3n)* _l . 
将 （3.6) 与 (3.7) 式代入 （3.5) 式，即得定理 3.1. 


§4. 定理2的证明 

我们引入记号 

糊=;(/)-洁/⑼， 

此处 a = ( 01 ， •.. ，为有整数分量的矢量. 

显然定理2是前文 N 中引理1.1、定理 6.2 与下面定理的推论. 

定理 4.1 命《为满足1彡 a > 0的正数, 71 > 2为整数及 M ^ l . 若同余式 


(a, m) = = 0 (modn), 

i=i 


在区域 
中无解，则 


||m|| < Af , m # 0 


sup |S„(/)| ^ Be (a, e) s M- a+e . 

f € Qf ( B ) 


证显然我们可以假定 e < a . 类似于 (3.5) 式得 


sup 

feQf(B) 




(4-1) 


(4.2) 


(4-3) 
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此处 


由 (3.2) 式可知， 


E ，，二 上， 01 




53^25 5Z " 2 ~ at ° ^ 2B IZ "2- (a - e)to ~ eo ^ B - c(a, e) a M~ a+c . (4.4) 

to > log 3 M to > log 3 M 


因当 || m || > 2* 。时，有 C t ( m ) = 0 及 

\SnM =| 这一“一叫 


所以 


< EDI ， 

( a , m )=0( modn ) 


< sup ^ = 0. 

/CQ?(®) (a,m)sO(modn) to^log 3 M 


故由 （4.3) 〜 (4.5) 式即得定理 4.1. 

§5. 定理3的证明 

定理3的证明记 

■ = /(/) -洁 

由引理 2.1 与引理 2 . 2 , 可知 

sup |T P (/)|<J] + V 
/ ew -( A ) 

此处 

X ], = sup 

1 ^ H f ( A )t0>log2p 


(4-5) 


(5.1) 


与 
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类似于 (3.7) 式，得 

< j 4 c ( a ， s ) ^ 2 - a V _1 

«=[log a p) 

<Xc(a, s)p' Q (logp)* _1 (5.2) 

命 m 〆 0. 若诸关系 |m<| < 2^(1 <t<s) 中有一个不满足，则 C t {m) = 0. 若对于 
中所有的 i 皆有 |m<| < 2S 此处知< log 2 P ，则 P 不能整除所有的 m*, 故 
由引理 1.1 得 




sup 

/€ H ? ⑷. 


陶 I ； E^ 

<loe« d P 1=1 




sup X" 

to <iog aP |n»<|< 2 *i 


从而由 Schwarz 不等式及 


Hv^lUa ^ llVtll < Ac{a,a)a~ ato , 


此处 


\\< Pt \\ L , 


-u. Miix y 


我们得 

, ^ P .. Yl"( Y1 S IG ( m )| 2 ” 

to<log a p |mi|<2*< |m 4 |<2*< 

< (s - l)pi sup y^ ,, 2 i r ll ||v>t||L a 

/6 Hf ( A) 4o<logjp 

4：Ac(a, »)p~5 

(o<iog 2 p 

[l° 8 a Pi 

<i4c(a,s)p-2 ^2 2 _(£ * - 去)*(亡 + 1)» _1 
t =0 

I Ac(a, s )p-i, 当 l>a> -时， 

1 Ac(a, s)p~ a (logp) a ~ 1+S i a , 当 ■Sa〉。 时 ■ 

将 （5.2)、(5.3) 式代入 (5.1) 式即得定理 4.1. 


(5.3) 
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附记对于《 > 1，我们建议用一致分布点集贯 （1.6) 式,则得下面的结 果：命 
p 为素数 Snsp 2 , 则 


/(/) 




- c(a, s)n - *. 

证当 / € 时，我们显然有 

驗(涔…，宁) 


=★ ^ C(m) ^ ^ e 2 霄 i(mi+msj'+ …+ 17 >,〆-*)。/? 

o+p _1 E ,c ( m ) E l - 

t?n+-sO(modp) 

KJ«P 

若诸 nw 中至少有一个非 p 的倍数,则同余式 

mi + …+ = 0(modp)(l < j ^ p) 

的解的个数最多为/»-1，所以 

/eEf(C)| \P V P ) 


+ —l SO(modp) 


<C • c(a, s)n - *. 


^cY： 


||pm|| a 


附记证完_ 


§6 •插值法 

我们引入记号 

4= SUP II/(x)4E/(v) S -^)|U ： 

/6G?(B) n ,=1 V 71 / IlmllSn, 
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定理 6.1 若同余式 (4.1) 在区域 (4.2) 式中无解，则 
Bs \^ c {_ a , e ) a M ~ ,, ^ a+E , 

此处 

m = [ M +)]， 

其中 I /⑷由 (1.8) 式定义 

引理 6.1 命 i = ( Z lt •••,/.) 为以整数为分童的矢童，并且满足 3*, 又 
假定 W 满足1 彡 iV < || l ||/3 s ， 则 

y 1 \ s ! c ( a , e )* JV ,+ e /|| i || a , 当1 > a > 0时， 

"丄 w \\l + m \\- < \ 3 ! c ( a ) 4 JV «/|| I || Q , 当 a > 1 时 • 

证首先假定 l > a >0 .因当 s = l 时， AT 6 L /3, 所以 


« Sv ( il+m ^ 




32V 


所以引理对于 s = 1 成立.设 fc 为正整数及引理 6.1 对于8 = 1,2 …， fc 时成立，现 
证明引理对于 s = Jfc + l 时亦成立. 

显然，由 负 1 • • m fc+ i < TV 彡 fi • ■■h+i/3 k+1 可知，至少存在一个 m<, 使讯 〆 
li/2, 此处 1 < i < fc + 1 ，所以 




< E ,+'-+ E « +I . 


此处 


v = y ' -= — 1 - _ 、、 （1 oo + i ). 

L' ((h+TOi) ••- (I*+i + m k +i)) a 


(1) 假定 W . /fc+i/3 fc , 则由归纳法假定可得 
2 a 

一 F 

thi^N 1 m 2 


E 1 、 fSv i_ ? 扣 … 石 ―, ((h + m 2 ) ...(i fc+1 + m fc+1 ))a 

^fc!c(a,g)*iV 1+g ^ 1 

、 (J - h + i) a 石 „ (^ i )^ 


mi^N 

^k\c(a,e) k+1 N 1+e 

、 （ H) a 


(2) 假定〜>!2---匕 +1 /3*，则 


53 2 < a l + IT 2， 
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此处 


--L y y -__ 1 

ll itii^N/Ta-h+i 他 + m2 ) • • • 山十 1 十 TO *!+l)) Q 


疗 3*iv/b-r k+l <Ai<ri/3Aa-A^ew/A! Wa +*»2) • •' (Jk+1+ m fc+l))° 


E 


显然 


4 E I ： 

c(a ， g)*ATi- a+e ▽ (mQ tt 




fh ,^3» N / T 3 - T k +, 


( m 2 --- m fc+1 ) 1 - a+e 

(m 2 ---m*+i) 1+e 


㈣ 1 +e 


<c(a,e) fc - 


N 1+e 




< c ( a ， e )* +1 N 1+ V ( H ) a . 

又由归纳法假定得 

k\c(a,e) k N 1+e ^ _1_ 

巧 、 ( Ji --- h + i) a m ,tl 0O (负 i) 1 - 


⑶由 （1)、（2) 可得 


^k\c(a,e) k+l N 1+e 

、 ( h - h + i) a 


▽ k\c(a,e) k+1 N 1+£ 

、 ~(fi •• ifc + i ) a ~ 


因诸忍适合同样的关系式,故由归纳法可知，当1 >«> 0时，引理 6.1 成立. 
我们可以类似地处理 a > 1的情况. 

引理 6.1 证完 

附记当1彡 a>0 时，上述引理的结论可以改为 




-< s!c(a) 8 


jV(log3AQ* 一 1 


|||||« ‘ 

引理 6.2 假定 Q 彡1及1彡 a > 0,若同余式 (4.1) 在区域 (4.2) 式中无解， 


a.mS»oa», 

tlTOIISQ 


< cieyQ ^^ M - 1 . 


则 
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证由文献⑴的定理8.1，得 


, IMP 


^ cCe ^ M - 1 , 


所以 




(a,m)=0(modn) 


IMI 1+e 




(a,m)sO(modn) 1 

||m||<4 
引理 6.2 证毕. 

定理 6.1 的证明我们显然可以假定 e < £«/(£»), 取 

{ [log 3 M] + 1, 当 a > 1 时， 

[log 2 Mn^ + 2] + l, 当 l> a >0 时 • 

由 Minkowski 不等式，得 


^ ^ /ij + /I 2 + ^3> 


(6.1) 


其中 


S v , (氣， 


3 UP E W 叫 11“, 

A ,= sup E e 加— 


(1) 由 Minkowski 不等式及引理 2.2, 可知 

^ sup y' ,/ ||^t||L a 
g )* o~ g to 

to>T 

<Bc(a，e)*2-( a _ e ) r 

^ Bc [ a , e ) s M -^ a)a+s . 


(6-2) 
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(2) 山 < <71 + <7 2 ,此处 


<r 2 = sup ||J3 E C t (tn)e^ m ^\\ La . 

t£ ： nalT>\ — 


Ct ( m ) -士 (令) e _ 2 一’爷） 


=- E , C t (l + m ) 

(a,/)sO(modn) 


及 

所以 


||i|| <2 4 ||m|M|l +m||, 


SUP 111：" E E ,Cr *( i + m ) e2w<(m 1 

/ €0?(B) to^T ||m<ni (a,<)=0(modn) ' 

=sup 51 (£〃 ^2' \Ct{l + m)\) 2 

/6*5?(®) ||tn^ni to^T (<x,i)=0(modn) 

彡 52 咖 广 II S f 川 + m "°) 

))m||^ni (a.l)ao(modn)' 

|| l ||<2«+ r ni 


^ B 2 c ( a )» n ? Y , E 


E , nri ^ 


||m||<ni (C*.l)= 0 (mo<ln>IK + (a.l^satmodn)^ ^ 

|| l ||< a *+ T«i nr ||<2 «+Tni 

显然，我们可以假定 n ! 彡 M /3», 因此由文献 [11 中定理8.1、引理 6.1 与引理6.2, 
得 

B 2 sic(a, eyn^M~ 2a+2£ , 当 a > 1 时， 

B 2 s ! c ( o , e) t nf- a+c M~ 2 2 2T ^- a ^ Te , 当1 彡 a > 0时 
由 Schwarz 不等式得 


CT i < \ 


<ri= sup Y1 ( E /, i c ， *( m ) D 2 

/ GQ ?( B)|| m || >ni to<r 

^ sup X ： E" 2_ +E" 2 孕❿ ㈣ I 2 

/eQ?(B) [| m ||> ni to<T to^T 
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^c(e)" sup y' ,/ V 2 宁 |Ci(m)| 2 
<C ⑻ E" 2 孕 II 仰 IlL 
^B 2 c(e) a 52 ，, 2 - 2Qto+f ^ 

to>log a m 


所以 


A 2 $ B8lc(a,e) a M~ ,/ ^ a+e 

⑶山 V 二 " 乙〃 这外 ( 哿 ） E e2,i(m,a, ~^ ) iii 

/ e «. W to>r n i=x || m|| <ni 

< 8u p ii 外 11 ( XI i ) 1 

* 0 >T /eQ；(B) ||m|Km 


(6-3) 


t 0 > 3 ' ||m||<ni 

<Bc(a，e)*M〜( a ) 0+e . 
故由 （6.1) 〜 (6.4) 式即得定理 6.1. 

附记上面定理的结论可以换为 


|| m || i +< 


(6-4) 


Bc(a, s ) M- / ^ a (log 3M)* / ^ > , 


此处 


f «_1，当£»>1时， 

A ⑷叫 (l-5Q + a 2 )(a-l) + 2a 2 g 1 . a 


当 l>a>0 时. 


^ 1 + 4 a - a 2 

现在我们将文献 [1】 定义的点集贯 （1.2) 式用于插值法问题.引入记号/^ = 
( hh Jt -, h q ), 此处 ( h u ---, h ,; n ) 为由文献 [1] 中 (1.2) 式所定义的整数集合，则 
得 

定理 6.2 我们有 

r ) =1 ’ ll"*IK"i 

<,Ac{Se r , e )„-+) a («+ l )/2 fl +' 
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此处 

§7. 插值法（续） 

定理 7.1 命 p 为素数及〜则存在矢童 a = ( l , a , -- 其中 

a 为整数)，使 

Slip Y' e -2 ， <(m, 孕 ) e 2iri(m ， 

< Bs ! ic ( a , e )* p -* ，(a)Q+e - 


证由定理 6.1 可知,只要证明存在整数 a , 使同余式 


(a, m) — mi + mia +- 

f m,a* _1 = O(modj?) 

(7.1) 

在区域 



||m|| 《 c(s，e)p ] 

- e ，m/0 

(7.2) 

中无解即可，此处 



c(a，e) = (2 £ 

。丄） . 



显然，我们可以假定 c ( a , > 1. 取区域 （7.2) 式的一个矢量，则同余式 
(7.1) 在区间1 < a < p 中的解数不超过《 - 1,所以，同余式 （7.1) 在区域 （7.2) 式 
与 l < a < p 中的解 数为： 


E , 

||n»||<c(»,e)p l - e 



i <( s - i ) Yl ' 

Umll^cts.ejp 1 - 


jjmiri 
. IM /1+e 


^(a- l)c(s,e)p I 




所以，存在整数 a 满足 1 < a < p , 使同余式 (7.1) 在区域 (7.2) 式中无解. 

定理 7.1 证完 

定理 7.2 命 n > 3为整数，则对于任何满足 n > m > 1的整数叫及以整数 
为分量的矢量 a = ( ai , …， a g ) 皆有 


= sup ||/(*) 

/GKf(A) 


- 杳⑼ 


||ro|Knj 



-168 - 


华罗庚文集 


^(4^ rr n_f - 

证我们显然可以假定 ai = -1 及 (02, «) = 1.命色为仏=也的 t 次渐 

qt qh n 

近分数，假定 m 满足 


l = Qo <-<( lk ^ ni < qk+i < • • • < g/i < n . 


命尺 = (phQk - qhPk), W'J 

\K\ < qh/Qk+1 < n/ni. 


取 Hf { A ) 的 函数： 

J / e 2*i(fcxi+* a ) g—2»rt(fc*i+*a) e 2 *i(ni+l)xi g-2jri(ni+l)*i \ 

/(iE) = 4(2 tt ) o+i \ ~ \ K \^~ + ^ \ K ^^ + (m + 1 )«*(rn + 1)« ；• 
则得 

H I E ，C ^ +m,,l2 + m 2 )| 2 + 2 ' K + l )' 2 " 

<i=aa<](modn) \ v / / 

彡 ^2 (C(if + m.\,qk + m2) + C(—K + mi, -qk + m2)) 2 

+2 (4(2 ^) 3(ni + 1) ' 2a 2 

>C(K,1)^ + C(-K,-1)^ + 2 (^^) 2 (ni + 1)-^ 

> ^ 4 (^) 2(n " 2an?a + {ni > +1) " 2a) 

^ 4 ( s (2^) n " a (^ rh ) 

^((4^) n "°- 

定理 7.2 证完. 

附记由定理 7.2 可知，当 a > 1时，除因子 〆 之外，定理 7.1 已不允许作本 
质的改进了. 


§8. 第二类 Fredholm 积分方程的渐近解法 

为简单起见，我们用大写拉丁字母表示*维空间的矢量.现在，我们来研究第 
二类 Fredholm 方程. 

< fi ( P ) =丄 K ( P , QMQ)fQ + f ( P ) (8-1) 
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的渐近解法问题，此处 f{P)e /f a °(A) 及 K{P,Q)e H 2 %(A). 命 


D ( A ) = 1 + ^ 

v=l 

表示 FVedholm 核，此处 
K 

又命 


(一 1 )' 


•Pi ， … ，只 / 

Qi , ■■ - >Qv _ 


■ Pi ， …， Pi / 
_ Pi , ■■- ,Pv 


dPi ,. dP v 


=det(AT(Pi, Qj)) (1 < t, j < i/), 


4( 入) =det (心- ^K(Mi, Mj)^ (1 < i,j < n). 

我们假定 D ( A ) ^ 0. 

定理 8.1 若求积公式 

sup I f F(P)dP -士 51 F ( M i)| < ^ C ( Q > s Mn) 
FSHf(A) \ Jg . I 

成立，此处 ip{n) = o ( l ), 又若 (p{M k ) 表示线性方程组 

= K{Mj, M k )^M k ) + /(A0)(1 <j<n) 

的解，则方程 (8.1) 的解可以 写为： 


(8-2) 


(8-3) 


< P { P ) = m + T . K ( P ， + O ^ n )), 

j=i 

此处与 “O” 有关的常数仅依赖于 X、K 与 f. 

弓 I 理 8.1[ 9 】 命 a y 为实数, 及 

A n (k) = det ( ay ) (1 < i , j < n ), 

此处 ajj = 1 4 - ajj(l < t < fc ), 否则 a:j = Ojj . 又命 A n {k) 表示 A{k) 在条件 


|Oijl < 7/n 

之下的绝对值的上确界，此处7为常数.则存在常数％与72,使对所有的正整数 
n 皆有 


i4„(n - 1) < l\/nR.A n (n) < 72 - 
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引理 S . 2 ⑼若求积分式 （ S . 2 ) 成立，则存在常数 n 0 = r » 0 ( A , Aa , a ), 使当 
n > n 0 时有 

引理 S . 3 方程 （8.1) 的解属于 Hf{A'), 此处 W 为仅依赖于 A , _ K •与/的常 
数. 

证由 

<P(P)~ HP) = xj c K(P, QMQ)dQ 

得 

歐 )- /(/>)) ㈣ i，... ，。〜 )| ^aup |if(/>,Q)(^. -.^.)||A| J \^(Q)\dQ 
^ A ", * 

此处 A , … = 0 或 1，所以 ip(P)- f(P)e Hf{A"). 从而 
<P(P) = f(P) + (<P(P) - /(P)) G Hf(A'). 

引理 8.3 证完. 

定理 8.1 的证明固定 P ， 由引理 8.3 可知 K(P,Q)<p(Q) 6 H^A'), 所以 
<P(P) = ^fl K 、 P , M k )<p(M k ) + f(P) + 0(<fi(n)), 

从而 „ 

^ Mj )= 这 K ( Mj , M fc V ( M fc ) + 觸) + 0(咖))(1 < n )， 

与 （8.3) 式相减，我们得线性方程组 

Zj = a ikZk + <>j(l < n), 

fc=i 

此处 

z i = V( M j) - a jk = ^K(Mj,M k ),bj = 0(ip(n)). 

命 ( A ) 表示将 A {\) 的第 fc 列 

- ,l--K(M k ,M k ),- - ， - -K(M ni M k )) 

\ n n n J 


换为 


(&!,••■ ,b n y 
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所得的行列式，则得 

Zj = ^ j ( A )/ il ( A)(l < j < n ). 

当 n 充分大时，由引理 8.2 得 

1綱> ^綱 > 0- 
又由于 | A 

< |A|A/n, 

所以由引理 8.1 得 

1^1 < \bjBi\+ Y, 1 如丑 *1 < ^ f>*l = 0{^n)), 

1 從" fc=1 

此处 B k 为 b k 在 中的余因子.因此 

Zj = 0(^(n))(l ^ jf < n). 

定理 8.1 证完. 

" w -({^}{¥}. ■■{¥}) 

为由文献 ⑴ 的 (1.2) 式定义的点集贯，则由文献⑴定理4及定理 8.1 得 
定理 8.2 命《 = r , 则方程 (8.1) 的解可以写为 

<p{P) = m + ^iz K ( P ， MjMMj) + 0(n-«-«F +e ), 

i=i 

此处列 M 3 ) 表示线性方程组 (8.3) 的解,而与 “0” 有关的常数仅依赖于 KK ' f 其 
与 e. 

§9. 定理4的证明 

定理4的证明方程 

¥>( x ) = [ K ( x , y )< p ( y)dy + f ( x ) (9.1) 

Jo 

的解可以由 Neumann 级数 


f(x) = f{x) + '^ / cp u (x) 


(9-2) 



给出，此处 
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/•* 广 *1 rXu-i 

Ifu ( x ) = / / ••• I Gu { x \ XI ,•■- , x„)dxi - - - dx u , 

Jo Jo Jo 

G „( x , xi , - , x „) = K ( x , xi ) K { xi , x 2 ) ■- , K ( x y - i , x u ) f ( x u ). 
因 / € ⑷与 K ( x , y)e H ?( A ), 所以 

G v {x-,x u - •- ,x u )e /T° +1 (2( Q+1 « ,/+1 ) J 4* ,+l ), 


I 办 (x)| < 2( a+1 ) … +1 U V+1 £ … j:- 1 dxi . dx〆 


i/=<3+1 u=Q+l 


6Ax ' xu ... 而 ) 4IH4) k (h) 〆 (9 9) ’ (9) 


X > : g—2jri(mi+maa+"-+m^a l,_l )j'/pg2tr«(miXi+'"+m»ii/) 

iTll … 

由定理 7.1 可知，存在整数 a 使 

\< p 乂 x )-1 ■ ■ ■ j G^dxi • • • d ® v | 

[ X fXv -\ _ 

^ J - • • J |Gi» - Gi/\dxi - ■ - dx v 
< C / I <^1 • - dx ,,^ || G ^ — Gi /|| i, a 

^A v+1 c(a,e) ,, p- ula)a+e (1 < i/ < Q). ( 

故由 (9.2)~(9.4) 式即得定理 4. 

附记 1. 本节所用的方法可以处理更为一般的方程 

疒 1 rl rx,+i rx,+i 

¥>(xj, ••- ,x a+ i) = / •••j I •••I K{x\, ■■- ,x a+ i,yi,-- ,y a +i) 

Jo Jo Jo Jo 
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X • • • ， Vs+i)dyi - - - dy a+ i + - , x s+I ). 

此处 s 彡 0, / > 1, / e Hf +l {A ) 及 K&H^ a+2l (A). 

2 • 当 A 充分小时，本节所用的方法也可以处理第二类 FVedholm 型的积分方 

程. 

3. 由文献 [1] 中 （ 1.2) 式定义的点集贯在此不能用，此乃由于我们不知道 

c ( 深 r ,e) 与 r 的明确关系，即显式 , 此处 c ( 深 r ， e ) 为文献 [lj 定理 2 中的常数 . 
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论一致分布与近似分析——数论方法 (my 

华罗庚 王元 

(中国科学院数学研究所） 

提 要 

本文中，我们将研究由方程 /(: r ) = 0的根的初等对称函数定义的一致分布点 
集贯，此处 f ( x ) 为 一个 Pi80t * Vijayaraghavan 数（参看 Jacobi - Perron 算法）的极小 
多项式，我们求得这些点集的偏差估计,然后将它们用于数值积分问题，为了应用 
的目的，本文给出了两个关于 /(: r ) 的建议. 

§1•导 言 

如果代数整数 w > 1除其自身外，所有共辑数都位于开单位圆之内，则称 w 为 
—个 Pisot - Vijayaraghavan 数 （ PV 数)，命 w 为一个 s (> 2) 次的 PV 数，它有共扼 
w (= , w (») 且满足 

w > 1 ，⑺ I < |w (3) | U ⑷ I < 1. (1.1) 

又假定 w 适合既约方程 

/( w ) = 0,/( x ) = x a - a ,，!®* -1 - oix - oo , (1.2) 

其中 a 0 , ai ,-- - , a ,_ i 为整数， 

本文仍采用 [3,4 j 中的规定与记号 

定理1命6 = 6,- i ) ^0为一个整矢量、命 (<?„)(= (從)）为由 

下面递推公式 

Qi = bi (0 ^ i ^ s - 1), 

Qn = Q »- lQn— 1 + O s _2 Qn-2 + … + OlQn - s+1 + OoQ n - a (n ^ s) (1.3) 
定义的整数贯，则对于任何给予的大数 AT , 皆存在 no = noMN ) 使当 n > n 0 时 
\ Q n \ > N (1.4) 

* 原栽 “Scientia Sinica", 18, 2, 1975, 184~198 -参看“科学逋报 ” 19, 12, 1974, 559~560. 
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与 

成立,此处 


<c( W ,b)|Q n |- 


_ log|g/ a) | 

P log o; 

由定理 1 立即推出 

|^3 +fc — wfc | < c ( w i ^)IQn| -1-#, (l ^ k ^ 8 — l,n > no). 


(1.5) 

(1_6) 

(1.7) 


由于 l，uv" .o;- 1 在有理数域 ii 上是线性独立的，所以由 [3] 中定理6.1， 6.2( 作 
—点修改）与 8.1 及 [4] 中定理 4.1 得 

定理2集合贯 


㈣ 

是一致分布的且有偏差 

<p(\Qn\) = c(u,,b,e)\Q n \-i-i +c , 


此处 e 为任意给予正数. 

定理3假定 a > 1,则 


sup ['■■■[' 
feEf ( C ) Jo Jo 


/(zi，... , x a ) 6 xi ,--- Ax , 


1 (±_ Q n+ ik Q n+ .-ik\ I 

成 ’ 飞 T ’ …， Qn )\ 

< C-c(w,6 ， a ， e )|Q„r*-^ +e ，（n > n 0 ). 
定理 4 假定 1 > a > 0, 则 


/(ii，. •- ,i s )dii, - dx* 


1 ^ * Q n+l k 

-面 Wd... 


ha—lfc~\ 


Qn 


< A-c(u»,6,c*，e)|Q n | _ * 一守 +e ，(n>no). 
为了应用目的，我们给出下面两个 建议： 


(1-8) 


(1.9) 


( 1 . 10 ) 


(111) 
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1) 取 a。 = <»1 = ■. • = a*_i = 1. 记方程 

F ( x ) = a:® — x* -1 - — x — 1 = 0, (1.12) 

的最大实根为 ”(= »?⑴=以)）及其他根为十 2 ) ，… ，_).命 (i^)(= (4 8) ))表示由 
下面的递推公式 

F 0 = Fi = -= F 9 -2 = 0, F a -i = 1, 

F„+, = Fn + a-i + Fn + g-a + • • • + F n +i + F „ (n > 0). (1.13) 

定义的整数贯、通常 ，（F n ) 称为维数 s 的广义 Fibonacci 贯，由 Jacobi-Perron 算法 
理论可知 

(ia [11 第七章)，在本文中，我们将证明 r? 是一个 pv 数及 

(n> 8 ), (1.5) 

从而如果在定理2, 3, 4,中取 （Q„) = (Fn) 则 (1.9)、 (1.10) H (1 .11)~的右 端分别变 
成 c(r ) )F„+ 3rFte ，C7. c(” 岸„十乂‘ 3 与 A.c (”， 抓十〆— 

2) 取 《o = l，《*i =…= a a _2 = 0及= I/，此处 •£/ 为一个整数 > 2•记方 
程 

<?(i) = i* - Lx* -1 -1 = 0 (116) 

的最大实根为 t (= r(D = r a (1) ) 及其他根为 r ⑺，… ， t (»), 命 G n (= (G^)) 为由下 
面递推公式 


Go = Gi =…= Gj — 2 = 0, G t —i = 1, 

Gn+a = LGn+a-l + G n (r» 》 0) (1-17) 


定义的整数贯，在本文中，我们将证明 T 是一个数及 

(•- i ) 1 t*+ s (n ^ s ) 


Gn+1 


C c ( r)G 


(118) 


从而，如果在定理2, 3, 4 中取 （ Q „) 

分剐变碑 c { r ) G ~}~^ +Tr：T ^ 

厂 1 一 T _ a(a^-l) + <•-!>£ log £ 


, C - c ( r , a ) G n 


( G n ) ，则 (1.9)、(140) > (1.11) 的右端 

+ (a—1}X loi 


: 与 A-c{T,a) 


本文中得到的结果比前文 [3,4] 用实分圆域光得到的对应结果略粗一点，但 
对应于 [3,4] 中的 (/ ii , ••-，/寻求 （ Q «) 所需的初等运算量却减少了. 
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最后，我们将给出用 “ Wang 520” 计算机算出的一些数值结果，例如 




/(*!.••• ， a ： 4)dii … ， <i^4 


丄 ㈣ ^|< 

Fl9 ife ^ Fl9 ' Fl9 ' Fl9 ' J \ 


0.0054 C 7, 


此处 Fi 9 = 10671,^20 = 20569, F 2 l = 39648 与巧 2 = 76424. 


(1.19) 


§2. 定理 1 的证明 

1 ) 初等对称函数. 

命 

S t = w ⑴ , + w ⑵* + ••• + lj^ 1 , / = 1,2,-- (2.1) 

悉知负可以由下面的 Newton 递推公式 
f 5i = o,_i, 



[ 5* = 十 a a _25«-2 + •• • + oiSi + «oo 

与 

S n — a s - iS n -i + a s -2 S n -2 + ••• + aiSn - s+i + ooS n -， (2.3) 

来计算，此处 n > s . 

显然 

<s-l, 

«=2 

所以 

| s n | < uJ n 4- « — 1 < su > n . 

因此得有理逼近 

|^ +1 _wj = |5 „+i — cjS n ||5„| _1 

=| 亡 u)^- 1 < (a; + l)(s - lJlw^nSnl- 1 

=(oj + l)(s - l ) w - n & l 一 1 < (W + l)(s - > no ) (2.4) 
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2) 假定初始矢童为{» = (()，.••， 0,1) .命 U ， …山为一个非负整数集及 



A ( l u ---, l a )= …… (2.5) 

w ( i )“， w (2)“， …， ^(-)1. 


命 


巧 (5-1) 


A ( l , a - 2 ,- - ,1,0) 
4( s - l , a -2,- - ,1,0)' 


( 2 . 6 ) 


则由于抑 - l ， a -2，." ，1,0)可以整除- 2,…， 1,0), 所以 Pi(s - 1) 为一个 
代数整数.因乃(《-1)是以 1 )，…，^)的一个对称函数，所以 P,(s - 1) 是一个有 

理整数. 

显然 


Po(s - 1) =Pi(s - 1) = • • • = P,-i(a - 1) 

=0,P._ 1 (s-l) = l. (2.7) 

由于当时， 

W (‘ )n =W ⑷ n_ *w w * 

=w <i)n ~*(a,_ l u; (<) * _1 + a t - 2 CJ W "- 2 + ••• + aiw (<) + ao) 

= a a _ ia^> n_1 + a •— lW (<)n - 2 + •■•+ ai a ; W n - +1 + o 0 w (i)n -*(0 

所以 


Pn{s — 1) = a t - iP n - i(a — 1) + a t - 2P n - 2(s — 1) + … 
+ OiP „_,+ i(s - 1) + aoP„-,(a - 1) (n ^ s ). 


由 (2.6) 可知 

P ”( S -1 ^ = S p(u;W -wW)) 5 ( n 》 0). 

所以得有理通近 

I 1U) _ H < c(u,)|Pn(s ~ ( n > n o ). 


命 


3) 定理 1 的 证明： 


… A(s-1, - .i + l./.i-l, -- ,0) 
PiW = -- 


(0 < i < s - 1). 


( 2 . 8 ) 


(2-9) 


( 2 . 10 ) 


( 2 . 11 ) 
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Pi ( i ) = Si , i ,(0 —1), 

此处 表示 Kronecker 记号及当 n 彡 s 时， 

Pn{i) =a 8 _xP n _x(t) 4-a,_2P n -2(*) + ••• 

+ aiP n - a + i ( i ) + aoP „- a ( i ) (0 < t < s - 1), 

命 

Qi = bof ^(0) + i>i 乃⑴ + ••• + b a - iPi{s — 1) (l = 0,1， • ••)• 
则 Qi(i = 0, l ,-- ) 适合 

Qi = bi(0 < * < a — 1), 

及当时， 

Qn = 0 «-lQn-l + a,-2Qn-2 + • • • + OlQn-»+l + OoQn-t, 

命表示在 d(a - 1，"，0) 中的余子式，则 


Pi ( i )= 


A(s ,0) 


亡 (0 < i < * - 1). 


所以由 （2.14) 得 


自， l ^ O 0 ， 1 ， …). 


由于 


Wi = W ^ ] = (-1)*-' 




w (扑-1， 


, c - jM *- 1 




( 2 . 12 ) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

(2-16) 

(2-17) 

(2-18) 


=(-l)»- <+1 < r._x_ i (u;< 2 > ) ••- (0 < i 《 s - 1)， (2.19) 

此处 a ,( w (2) - ，-^) = 53 uj (i,) - .. w (i *> 表示 o ;( 2 )， … ， w (») 的初等对称函数， 

2<<1<—<*!<« 

所以易证 

aj(w( 2 )， •■•，£«/*)) = 讲 (《*;) (0 < / ^ s — 1), (2.20) 
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此处 gi { uj ) 是一个有理系数的《次多项式，其首项系数为士1,由于 i,ov •• w *- 1 
是 R ( co ) 的基底，所以 Wo , W u ■■- . W ,-! 在有理数域上线性 独立. 特别地， 

boWb + …+ ba-iWa—i _ 0. (2.21) 

由 (2.18) 可知 

Q/= + 0(| w )， (2.22) 

此处与 “ O ” 有关的常数仅依赖于 w 与6,因此由 （2.21) 与 (2.22) 即得定理. 

附记1 为了实用目的，我们建议取初始值 Qo = Qi = • •- =弘- 2 = 0及 

〜= 1( 见【1]). 

附记2 对于 jj = 2 ,ao =勿=1及 b = (0,1)，由 (2.18) 得热知的公式 

因此 (2.18) 可以看作是 (2.23) 的推广. 

§3. T ) 的估计 

引 3.1 我们有 
及 

(2 ^ t < «) 

证明引 3.1 之前，我们先证明 
引 3.2 若多项式 

g ( x ) = a , x ® + a 8 _ ix ® -1 + ••• + aii + ao 

的系数满足 a , 彡彡… > a ! 彡 a 0 > 0,则 〆 a :) = 0没有模大于1的根.（见 
[7].) 

证由于当 W > 1时， 

|(1 - x ) g ( x )\ > a s | x | a+1 - (( a , - a ,_ i )| a:| s + ( a*_i - 0 »_ 3 )|*|* -1 
+ • ■ • + (ai - ao )| x | + ao ) > a *| x |*(| x | - 1) > 0, 

所以引理成立. 


(3.1) 

(3-2) 
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引 3.1 的证明 1) 记 

Q { x ) = ( x - l ) F ( x ) = 


( 2 - 去 )=(2-*) - 2 ( 2 -*) ] 




命 

则 


由于 


吒-去)=(2-忐 r- 屮-忐)、 

=1 -( 2 -2^i) 2^T = l-2(l-^) 

ff(a) = 2 a -l-2*-i. 

9'(8) =2* log 2 - 2-i (1 + *) log 2 
=2-(l-2-i(l+l))log2. 


2 ’ K i + i ) ， 

即当 s > 2 时, ^(2) > 0, 所以当 O 2 时, s ( s ) 为递增函数，因此 
2*-1-2 8_ 含 >0， 

2 * - -4 > 1. 


即得 <0. (3.1) 得证 • 

2) 命 


F (x) = (x- v)R(x) 
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及 


R(x) = x* _1 + 0 a -2X a ~ 2 + • • • + PlX + Po- 


则 


~r]Po = 一 1 ， 

0 o~vPi = -1, 


/3*-2 - »7 = -1- 


(3-3) 


所以 


命 


A%’A = - 
A -2 = 


•• + 7^ + 1 


2 + rj•- 




f Pj/Pj+i, 当 0O<s-3; 
\ /3j. 当_7' = a — 2. 


由于当 :r » 。时 ， ^为 x 的递增函数及、 = r ! Xm + .:' + H ( 。幻* 
s — 2 ), 所以 


T.-a > "7.-3 > … > 7o- 


(3-4) 


命* = /3«-2y， 则 


%) = R(A-2V) =^Z\y s ~ l + Plz\y- 2 + K!v 卜 3 + ••• 

+ Pl0t-2V + 00- 


由 （3.4) 得 

0tZ2 > P.-30tZl >•••> 010.-2 > 0o- (3.5) 

所以由引 3.2 可知为 ( y ) = 0的根的模皆< 1，即 R(x) = 0的根的 模皆彡 氏- 2 = 

7/- 1. 

引理证完. 

引 3.3 当 s = 2时有 |”⑼ | = TT 1 及当《 = 3时有 |”( 2 )| = |”( 3 )| = » T *• 

证显然当 s = 2 时有当3 = 3时，由于 

I 3 — x 2 - a: — 1 = (x —»;) ^x 2 + (tj — 1)1 + ^) 

{v - 1 ^-^ = r ^ 3 - 2 ^ + T •- 4 = -^ + 2r ^- ：i <0, 

' T] 1J Tf 
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所以 t ? (2 W 3) 为一对共轭复数，因此 | r / (2) | = | r ? (3) | = 
引理证完. 


§4. T 的估计 

引 4.1 我们有 

L < r<L + (4.1) 

及 

(I +< |t w ] <( L -( L - l)-jir)-jiT (2 < t < a ). (4.2) 

证 1) 由 

G ( L ) = -1 < 0 
及 

G(L + £- ( * _1) ) = + L-(—-l>0. 

立即得到 (4.1). 

2 ) 命 x 为方程 

〆》) = x a + Lx - 1 -1=0 

在 （0,1) 中的实根，由于在 （0,1) 中 g ' ix ) / 0, 所以 x 为= 0 在 (0,1) 中唯一的 
实根.由 

5 ( 0 ) = -1 < 0 


及 


ff ( l ) = L >0, 

可知对于任何适合 0 < <5 < X 的 <5皆有 g ( x - i )<0. 所以在圆 W x - 5上有 
1 > \ x a + Lx -^ l . 


由 Rouch 6 定理可知1及 G { x ) 在区域 \ x \< x ~ S 中的零点个数相同.因此 G ⑷在 
区域 | i | < x - <5中没有零点.命5 -* 0,则可知 G ( i ) = 0的根的 模皆彡 x . 由于 

g((L + =((L + i -^ T )-^ r + L)(L + - 1 

< ( L~^T + L )( L -^ + L )- 1 -1 = 0, 


所以 


+ (2 < i ^ a ). 
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3) 假定 i > 2,命 Q 为方程 

h ( x ) = x 2 — Lx a ~ x + 1 = 0 


在 (0,1) 中的唯一实根，由 
及 


h(0) = 1 > 0 
九 (1) = -X + 2 < 0, 


可知对于任何适合0 < 5 < 1 - Q 的 <5皆有+ J ) < 0. 所以在圆 | x | = g + i ± 
有 

| Lx - 1 |>| i * + l |. 


由 Ro U ch 6 定理可知 a :*- 1 与 G ( x ) 在区域 \ x\<Q + 6 中的零点个数相同.所以 G ( x ) 
在区域 ㈣ < Q + (5中有 s _ 1个零点，命 <5 — 0,则可知 G { x ) = 0在区域 | a :| < Q 
中有 s -1 个根，由于 

=((L - { L - l )- r ^ T)^i - l)(L - { L - 1)"^) -1 + 1 

=(L -( L - l)-^)- l ((L -( L - l)-^)-rh _( L - 1广古） < 0， 

所以 

| r «| < Q < (L - (L - l )- iir )-5 iT (2 < t < a ) 

4) 假定 L = 2,今往证方程 

G (*) = x a - 2 X 3 - 1 -1=0 

有 s - 1 个模 < 1 的根，这等价往证方程 H ( y ) = y * + 2 j/-l = 0 有 s -1 个模> 1 
的根. 命5 > 0,则由 Rouch 6 定理可知 H s ( y ) = y * + (2 + <5 )y - 1与 y 在区域 | j /| < 1 
中的零点个数相同，所以 H 6 ( y ) 有 s - 1个模> 1的零点.命5 — 0,则 H ( y ) = 0 
有 s - 1个模彡1的根.因 H ( y ) = 0没有根满足 | j /| = 1,所以 H { y ) = 0有 s - 1 
个模> 1的根. 

引理证完. 

引 4.2 当 s = 2时有 | t ( 2 >| = t - 1 及当 8 = 3 时有 |t( 2 )| = | r ( 3 )| = r ~ i . 

证当 s = 2 时显然有当 s = 3 时，由于 

X 3 — Lx 2 — 1 = (x — r ) ^ i 2 + (r — L)x + ^ 
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4 r 3 — 2LT 2 + L 2 t — 4 — Lt 2 + L 2 r ― 3 

r = -；-=-；- <0 ， 

所以 rW . rW 是一对共轭复数，因此 | rW | = | t ( 3) | = r ' i . 

引理证完. 

§5. 多项式的既约性 

在本书中，我们将证明两条关于多项式既约性定理. 

命 

w(x) = I* + o a _ix* -1 + ••• + oix + ao, (5.1) 

此处 oo , … , a ,_ i 为整数. 

定理 5 .1 (谢庭藩与裴定一 [8]) 若 

l°i| > l a 5 _1 | + |a»-ia5~ 2 | + . • ■ + |02°0| + 1, ao ^ 0, (5.2) 

则 u(x) 在有理数域 i ? 上是既约的. 

证由 (5.2) 可知 

|oiao| > |ag| + |a s _ia5 -1 | + ■ • • 4- |a2a^l + l a ol- 

所以由 RoucW 定理可知 u; ⑷与 z 在区域 | ： r| < |aol 中有同样数目的零点.因此 
uj ( x ) 在区域 |a:| < |ao| 中只有一个零点 

由 (5.2) 易见方程 w(*) = 0 没有模为 |a 0 | 的根.若 w(i)= u{x)v(x ), 此处 
与 v ⑷为次数> 1的整系数多项式及 u ( t ?) = 0,则 v(aO = 0的根的模皆> | ao |. 
所以 

tool = ⑼ | = |u(0M0)| 彡 |v ⑼I > |ao |， 

此为矛盾. 

定理证完. 

定理 5.2 若 |aol = 1 及 u,{x) = 0 只有一个模 彡 1 的根 t ?， 则 w(x ) 在有理数 
域丑上既约 

证若 w ( x ) = u{x)v(x), 此处 U ( a 0 与 t ；0 r ) 为次数> 1的整系数多项式，及若 
u ( t ?) = 0,则 奴⑷ = 0的根的模皆< 1 ， 所以 | u (0)| < 1, 此为矛盾. 

定理证完. 

由引理 3.1 与 4.1 立即推出 FOc ) 与 G{x) 在有理数域上是既约的，于是得 


系 5.1 7 J 与7•都是数. 
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附记 1 定理 1 分别改进了 Pemm{5]) 的一个结果及 Bernstein ( 见 [1 ], 定理 
12) 的一个结果 . 

附记 2 多项式 

a:*-x e ~ 1 -l(s = 2,3, -) 

在有理数域 fi 上并非都是既约的，例如 

X 5 — X 4 — 1 = (x 2 — aH- l)(i 3 — x — 1). 

( 见 [11 定理 11.) 

§6. 77与 T 的有理通近 

引 6.1 若 n 彡《，则 

| 聲 卜 棒„_ 1= 咖-咖. (6.1) 

证由引 3.1 可知 

logjj 〆 log 77 、 log 2 

^2»log2 + 2^' 

所以由定理 1 及系 5.1 即得引理 
引 6.2 若 n 彡 a , 则 

|^±i -r|< c{r)G~n~ ■ (6.2) 

证由于 

log(L -(L- =logi + log(l - L~ l {L- 1)_ 击） 

^logL - L- X (L - l)~^ - L~ 2 (L - l)~^ 

^logL - L~ x - L~ 2 


及 


所以 


log(L + i - 卜 1 )) = log L + log(l + L~ B ) < log L + L~ 9 , 

_ log|T(*)| > logL — L~ x — L ~ 2 

logr ’ （s - l)(logZ» + L~ a ) 
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LlogL L 2 log 




L a log L ) 


>s —1^1 LlogL L a log L L 2 log L + L a+1 log 2 L ) 


由定理 1 及系 5.1 即得引理 

附记若我们在引 6.1 与 6.2 的证明中分别用引 3.3 与 4.2 代替引 3.1 与4.1， 
则 6.1 与 6.2 的右端，当 s = 2时可以改进为 c ⑻片 2)_2 与 c ( t ) G ^- 2 而当 s = 3 
时可以改进为_朽^ 3/2 与 c(t)G{, 3)_3/3 . 

§7•例 


命 n 为整数>1及 01 ，…， a a 为整数，记 

Qn ( f ) = j o … j o /(* i , …, 1 *)如 1 … da :, — ^ . (7.1) 

定理 7.1 我们有 


/ e S « P o ) l <3„(/) KCW n ; a „...,<,.)-!), 17.2) 


此处 


H ( rr , ai ,- - , a ,) 


tS! H 




其中 p 表示 如(1 ^1/<5) 中的奇数个数（见 [9】). 

引 7.1 我们有 


当 2 tn ; 


当 2| r »， 
(7-3) 
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证由于 


1\ 


-y+ y(l- 2®) 2 ) e~ 2llimx dx = fh ~ 2 , 


所以引理得证. 

定理 7.1 的证明由引 7.1 可知 


SUP IQn(/)|<fl ； E ， ~ + ' +0 * TO * )fc/n 

/ € E 2( C ) n 


e 


(fhi - • • rh a ) 2 

ghtia u m v k/n \ \ 


吨厂) 

=C(H(n-,ai, - ,a,) - 1). 


定理证完. 

取 n = /^，幻 =1 及〜 =Fi*| t ,_ 1 (2 < < a). 我们由 Wang520 计舞:机算出 
下面两张表 


表 1 a = 3,4 




mnm^m 










1705 



1.00540 


表2 a = 

5,6 


n 

H ( n -, oi, -- , as) 

n 

H { n ; ai , ■■- ,as) 

13624 

1.07428 

29970 

1.14458 

附记 

除本文所述的关于 Fibonacci 贯的两种推广外, 

G . N . Raney[6] 还给出 

了另一种推广.命 Q = = ( aij ), 此处 

=1，其中 i + J < 71 + 1, 否则 ay = 0. 

命 Pn,。 = 

(1，0，--.，0)’及 lfin.d +1 = Q<Pn,d( 

d = 0，1，2, …). 

列矢童贯称为 


Fibonacci 贯的推广. 

命 D„(A) = det(Q - XT ) 为 Q 的特征方程，则当 n = 时， D n ( X ) 在有理 
数域上是既约的，此处 p 为素数 > 5,但对于其他 n 并 非益是 既约的.当 £> n (A) 
既约时，则由本文的方法可得 n 个整数贯 < p n , d ( r)(r = 1，2,…， n; d = 0,1，2,… ） 适 
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合下面的递推公式 


, .(n-jltn-j-l) . .. „ 、 

( _1 ) S ^ + Vn.k+jir) =0, 


此处初始值分别为矩阵 ,ip n , n .,) 的行矢量，则得 

(¥>n,rf(l), …， V>nA n )Y = <Pn ， d- 

由于一般贼 , D„(A) 不是一个 PisolVijayaraghavan 数的极小多项式,似乎不能期 
望 ^MrVfnAr) 迅速收敛于 An 此处 \ 是矩阵 Q 的有最大绝对值的特征根 . 
更正： 在文 [3], §3.1 中，我们可以将 u/s 写成 


u)i — 2 cos — ^― (1 < 2 < r), 

此处 5 为 modp 的一个原根 . 变换 ^j^q ) 应该定义为 


[ 1 ][ 2 ][ 3 ][ 4 ][ 5 ][ 61 [ 71 [ 8][91 
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Preface 


Owing to the developments and applications of computer science, mathematicians 
began to take a serious interest in the applications of number theory to numerical 





















the p set with the aid of the estimation of a complete exponential sum. Using the 
Sun Zi theorem (Chinese remainder theorem), J. H. Halton (1960) generalized the 
J. G. Van der Corput sequence. N. S. Bahvalov (1959) and C. B. Haselgrove (1962) 
introduced independently the gp (good point) set and N. M. Korobov (1959) and 
E. Hlawka (1962) proposed independently the glp (good lattice point) set. It was 
suggested by us in 1960 to define the uniformly distributed sets in G, by means of 
a set of independent units of the cyclotomic field by which an effective algorithm for 
obtaining a sequence of sets of rational numbers with the same denominators that ap¬ 
proximate a basis of the field simultaneously was obtained, where the principal order 
of the error term is of the best possible kind. Perhaps, it is worth mentioning that the 
classical methods of best simultaneous rational approximations are ineffective from 
the view point of numerical analysis. In 1974, we proposed also a method for defining 
the uniformly distributed sequence by the recurrence formula defined by a PV (Pisot- 
Vijayaxaghavan) number. In this book, we first illuminate these methods and give 
the estimates of the discrepancies of the sets so defined. Then we shall give various 
applications of them to numerical analysis and a table of glp sets as an appendix. 

Aside from a knowledge of elementary number theory (see Hua Loo Keng [2]), 
we shall need several deeper theorems in number theory for which the references are 
given. Concerning the more extended methods and problems in the theory of uniform 
distribution and the theory of multiple quadrature, we refer the reader to monographs 
of S. Haber [1], Hsu Li Zhi and Zhou Yun Shi [1], L. Kuiper and H. Niederreiter [1], 
H. Niederreiter [5] and A. H. Stroud [1】. 

It is with great pleasure and gratitude that we acknowledge conversation and 
correspondence with professors Feng Kang, He Zuo Xiu, Hsu Li Zhi, Wang Guang 
Yin and Xu Zhong Ji and assistant professors Wan Qing Xuan, Wei Gong Yi and Xu 
Feng. We are indebted to professor B. J. Birch for his suggestion to refine the concept 
of effectiveness and to make a distinction between theoretical effectiveness and the 
effectiveness which can be attained by a computer. Finally, we are grateful to Science 
Press (Beijing) and Springer-Verlag for all their help and patience during the course 
of publication. 


January, 1980 


Hua Loo Keng 
Wang Yuan 
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Chapter 1 

Algebraic Number Fields and Rational 
Appr oximat ion 

1.1 The units of algebraic number fields 

Let Q denote the rational number field and o ； be an algebraic number of degree s. 
Then the algebraic number field = Q(a) is the field given by the polynomials in 
a of degree< s with rational coefficients. 

Let s = ri + 2r2. Let a^(= a), a( 2 ) ， … ， a ⑷ be the conjugates of a, where 
a (i) ， … lQ! (n) axe real numbers, ,q( f i+^) are complex numbers and 

cCn+ra+l) = a (r,+l) j ... , a (*-i+ar s ) = a (r l+ ra> For any ^ e ^ we have 

f (n+ ㈣>=^57 ， l<j<r 2 . 

In other words, there are at most ri + 。 different absolute values 

le (1) l,---,|f (r,) U« (ri+1) |.---,|4 (r,+ra) l 

among the conjugates of 

Suppose that wi • • • , is an integral basis of Form the matrix 
^ 1 < i,j < s, 

the matrix 

,1 < i,j ^ a 

is called the fundamental matrix of Clearly, it is a symmetric matrix with rational 
integer entries. The invariants of a fundamental matrix under the modular group are 
characteristic properties of the algebraic number field. The determinant det 5 of 5 is 
called the discriminant of the field. 

Let r = r\ +T2. Let ei, … ， e r _i be a set of units of ^ 9 . If 

det(ln|ey)|) 笋 0 ， 2 < i ^ r, l^j^r-1, 
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then the set of units ei, •■ - , e r -i is called a set of independent units of 見 . It follows 
by Dirichlet's unit theorem that there always exists a set of independent units in any 
algebraic number field. (CF. E. Landau [I].) 

Hereafter, we use c(/,••• ,g) to denote a positive constant depending on /,• ■ • ,g 
only, but not always with the same value. We use a, c, <7, • • • to denote absolute 
positive constants. 

Theorem 1.1 Let 7 i, ••- , 7 r be a given aet of real numbers satisfying 

n r 

E%+ 2 E 7i=0. 

i=l i=ri+l 

Then there exists a unit t) e such that 

c _1 e r * < < ce r ‘，1 ^ i < r, 

where c = 

proof. Let £!,••• ,e r _j be a set of independent units of Let 
1 ^ i < r. 

Further let c = e°, where 

0 = 2_1 l <^ r ^£ | ln |£ ? )| l j - 

Then 

ft ， ft i^ (ri+j) i 2 =nfni4 <) ifi i4 ri+i) i 2 ) 

*=i i=i fe=i y=i j=i I 

Consider the system of linear equations 

ailn|ej 4, | + ••• + = 7“ 1 < * < r. 

Since 

det(ln|e5° 1)^0, 2 < i ^ r, 10-1 ， 

(1.5)，except for the equation corresponding to i = 1, has a unique solution and it 
follows by (1.1) and (1.4) that this solution satisfies the equation for i = 1 in (1.5). 
Let 6*；(1 < fc < r — 1) be the integers such that 

-afcl < 1 $ A: - 1. 

Then we may define a unit tj of by 


( 1 . 1 ) 

( 1 . 2 ) 

(1-3) 

(1.4) 

(1.5) 
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From (1.3) and (1.5), we have 


|ln|r,W|-ln|^)|| = |ln|»? (i) |-7il 

i=l 


Hence we have (1.2). The theorem is proved. 

For a real algebraic number field ^ s , set 71 = 7 and = • ■ ■ = = ^. Then 

the condition ( 1 . 2 ) becomes 


7 + (s — 1)*/ = 0 or 



Hence we have 

Theorem 1.2 Let 多 a be a real algebraic number field of degree s. Then for 
any given real number 7 , there exists a unit rj e 多 9 such that 

c -1 e 7 < t; ^ ce 1 


and 

c _1 e _ A < <cc _ 击， 2 < t < s, 

where c = c(^ a ). 

Remark. We may assume that 77 > 0 in Theorem 1.2，otherwise we may use —tj 
instead of ri ， 


1.2 The simultaneous Diophantine approximation of an inte¬ 
gral basis 

Let 多 'a be a real algebraic number field of degree s. Let a ； i, • • - ,a> s be an integral 
basis of Take 7 = 1,2, ••- in Theorem 1.2. Then we may obtain a sequence of 
units T)i(l = 1,2 • • •) such that 

|»?, (<) | < c(^ 8 )rjr^, 2 < i < 5. (1.6) 


Put 

n * = 亡 

*=1 

and 

\ = EW). 

<=i 

Then nj and hi } (Ids) are rational integers and we have 


(1.7) 


(1.8) 
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- Wj . 卜 c(^ a )n, 1 1=1 , 1 < J < s. (1.9) 

Proof. For simplicity, we omit the index l. By (1.6), (1.7) and (1.8), we have 
n = ” + 0(»T 士 ） =” + 0(n _ 古） = 17(1 + 0(71-：^)) 
and 

hj = jfjjj + O (” _ 占 ) = 7^(1 + 0(n -1- i^T)). 

Hence 

^ =w J (H-0(n _1 -5^T))(l + 0(n _1_ ^T)) -1 
= w J + 0(n- 1 -^r), 

where the constants implied by the symbol “O” depend on only. The theorem is 
proved. 

Now we shall give the expressions of n and hj(l < < s). Let 

r t = ^2k j u j , ( 1 . 10 ) 

i=i 

where kj(l < j < s) are rational integers. Then we have 

(” ⑴， W 

and 

(”⑴，…，” ( ’))D = (A ： i，-.. ,k.)S = (hi,- - ,h a ). (1.11) 

Let 



where cij-(l ^ j ^ s) are rational integers. Then 

n = ^ a ，•亡 =^a 3 fe,-. (1.13) 

i=l J=1 3=1 *=1 j=l 

Hence we obtain the set of integers (n,/ii, ••- ,h a ) corresponding to r] by (1.10), (1.11), 
(1.12) and (1.13). 

Remarks 1. Theorem 1.3 is also true if the set w<(l < i < s) is a basis of and 
V can be represented as a linear combination of wjs with rational integer coefficients. 



1.3 The real cyclotomic field 


201 


- given 

-A—e 


2. By Schmidt’s theorem on simultaneous Diophantine approximation of algebraic 
numbers (Cf. W. M. Schmidt [2, 4]). We know that the estimate gi- 

in (1.9) is the best possible and it cannot be replaced even by 
Hereafter we use e to denote any pre-assigned positive number. But we have not yet 
considered here the best constant c ( 多 '•) of (1.9). By the argument in the proof of 
Theorem 1.3, we know that it depends not only on the choice of 切 ， but also on that 
of the integral basis. Let 


M = 


#) 1 . 


Then the right hand side of (1.9) may be written 




3. Theorem 1.3 is not new. Our purpose here is to suggest a computational 
method for obttuning (n,/ii, ••- ,h t ). For s = 2, we can use continued fractions to 
treat the present problem, In the case of s > 2, the situation is entirely different. The 
classical methods can only prove the existence of infinitely many sets of (n, Ai, … ,h s ) 
satisfying (1.9). But they do not suggest any effective way (in the sense of numerical 
analysis) for finding (n,hi, ■•- ,h t ). it is shown here that the problem of finding 
the sets of integers (n,hi, ••- ,h s ) is equivalent to the problem for finding a set of 
independent units in 多 and this requires only c(^ s ) In n elementary operations for 
obtaining the set (n, h%, •■- ,h a ). Though Dirichlet's unit theorem is an existence 
theorem too, there are however many real algebraic number fields for which sets of 
independent units are known. 


1.3 The real cyclotomic field 

Let m be an integer^ 5 and s = The real cyclotomic field 

^ =Q ( COS ^) 

is an algebraic number field of degree s. The field has an integral basis 

u»i = 1, £*>/ = 2 cos — 
m 

(Cf. J. J. Liang [1]). Let hi(= 1),^ 2 , ••- , h a be the integers satisfying 1 ^ ft < m/2 
and (h, m) = 1. The transformation 

„ 2tt(Z- l)hj „ / , / 

<Tj : Wi —* a>i, (Vi —*2 cos - 2 ^ s 



is an automorphism of the cyclotomic field and the i 
0*1(= 1),^2.- • - ct* 
form the group of automorphism of the field. A n 
under these automorphisms. Form the matrix 


n = (o-iWj), 1 < i,j < s. 


Then 


S = fi'fi = (dij), 
where a u = s, = Ojx = C m (j - 1)(2 < j < a) and a i; 
j)(2 K ： i,j < s) in which C m {k) denotes the trigonometri 


C m (k)= ^2 e—M, 

(a,m)=l 


which can be evaluated by the following lemma. 

Lemma 1.1 C m (k) is a multiplicative function o. 

Cmi(^)^ma(^) = C TOlTna (fc )， 


if (^ 1 .^* 2 ) = !• And 

[P 1 -^ 1 , if 外 

CAk)={ -P *- 1 ， if 

l 0, it p*-M 

Hereafter we always use p to denote the prime number 


keng [2], Chap. 



multiplicative group of reduced residue classes modulo m. If the elements h and —h 
of Z m are identified, then we have the quotient group of Z m by {±1} 

Z m /{±1} = {hi, •■- ,h a }. 


The s characters of the group Z m /{±1} are induced by the characters of the group 
Zm with x(-l) — 1 and they are denoted by 

Xx» " .X«. 

where x* denotes the principal character. 

Set ^ hj . Let 





(A,m) = 1 


and 


Vj = £(h j+ i)/e{hj), 1 《 j < s. 







To prove the theorem, we shall need the following lemmas. 
Lemma 1.2 

1=1 ^ * 




(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 7), hence 


亡 x ㈨ )=| E ^) = { S ； oth 

1=1 (h.m\=l ' 


The lemma is proved. 
Let 




Then »7j),»7j . • • • , are all the conjugates of r/j. Let 

C=(Cij), 1 

where dj = ln|r^*)|(l < i,j < 8 — 1). 

Lemma 1.3 

i det .n|Ex 咖帅⑽ |. 

J=1 li=l I 

Proof. Clearly 

|detC( = |detC*|, 

where C* = (c^), 1 < t,J ^ s, in which 

H ln|e(/iiA 3 )|, if 1 < t < 5 - 1,1 < j < s, 

1, otherwise. 


Let 


P = (.Xj(h i )), 



1.4 The units of a cyclotomic field 


Then it follows by Lemma 1.2 that 


|detC- detP| = |detC*P| 

= s il X^Xi(/n)He-(/n)| |detD|, (1.15) 

j=i U=i 


where 

D = (Xj(fk))t 1 < *, J < s - 1. 


Since 

s|detD| = |deti?*| = |detP|, 

(1.16) 

where 



in which 0 and I denote the zero row vector and identity column vector respectively, 

and 

|detP| = |detP| = \detP , P \ 1 ^ 2 = s a/2 . 

(1.17) 


The lemma follows by substituting (1.16) and (1.17) into (1.15). 

Since 

x(o)ln|e(a)|, 

(a,m)=l 

hence by the definition of the set of independent units, we have 

Lemma 1.4 A necessary and sufficient condition that r/i, •■- , i] a -i form a set 
of independent units is that 

Rx= x(o)lnk(<*)l ^ 0 

(a,m)=l 


holds for any non-principal character x mod m with x(—1) = 1. 
Lemma 1.5 

2 sin + 设) = 2 sin m 0. 

Proof 

Y[28m(— + o) = (-0 m II'(e (锌 - e _ (替 + 卟） 
h=0 ' m ^ h=0 


n ( e 紙 - e- 2 ^) 
fc=0 

(~ t) m e 叫。 叫 - m6t ( e 2m0i - 1) 
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= -iie^ - e— m9< ) = 2sinm6>. 


The lemma is proved. 

Lemma 1.6 Suppose that 0 < 0 < 1. Then 


^ — = -In(2sin7r0) + (; - tt 0) i. 


°° ,.n_2*tne 

- ln(l-re 2 邮 ) 


for 0 < r < 1 and the series - is convergent, hence, by Abel's theorem, v 


°° fi 2nin9 

= -Ml- e 2nie ) 

=-ln(e ,r<<, (c- ,r<9 - e w< ®)) 

=—ln((2 sin n0)e^ ng ~^^ i ) 

= —ln(2 sin nd) + (; - 7rd) i. 

The lemma is proved. 

Lemma 1.7 Let \ be a primitive character mod d with x(—1) = 1. Then 

2 X(o)ln| 2 sin^| = -r(x)L(l,x). 

(«.d)=l 


t(X)= E X(r)e^ ir / d , L(l， X ) = g 迦 . 

(r,d)=l n=l n 

S(n, X )= Y1 X(»0 产 nr/ 气 

(r,«i)=l 


x(«)t(x) =5(n,x) 

(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 7) and so 

r(xW,*) = f ； 2^ = f i £ w" 

"=1 (r,d)=l 



1.4 The units of a cyclotomic field 


' g2jr«nr/d 


E X(OE £ 

(r,d)=l n=l 
(r,d)=l 

=~ 5Z x(r)ln|2sin~|-^ x (r)r 

(r,d)=l (r,d)=l 


(118) 


by Lemma 1.6. Since x(—1) = 1, we have 

X(r)r= X! X(d_r)(d-r) = - E x ( 十 

(r,i)=l (r,d)=l (r,d)=l 

and 80 

E X(r)r = 0. 

(r,d)=l 

Substituting into (1.18), the lemma follows. 

Lemma 1.18 Let m = p 1 ^ - - -pjr and d = •p'r , where and 0 < Z: < 
Z<(1 < i ^ r). Let \ be a primitive character mod d and also a character mod m with 
x( — 1) = 1- Then 

£ x(o)ln|2ain^| = -F(mi)T{x)L(l,x), 


mi =n p， F ( m 0 = n^ 1- x(p))- 

二 7 pirn: 

Proof. First, suppose that m = ddl and > 0(1 < i < r). Then 


r x= X) x(a)ln|2sin^| 


7r(Qi<f + Qa) I 


= y2 X(aid + a 2 )ln 2sin- 

ai=l(oa,d)=l I 

,2： 咖)吏 + K 学 +3)1 


(02,d)=l 


卜 $ 

= 5Z x(o)ln|29in^| 


(1.19) 
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by Lemma 1.5. 

Next, suppose that m = mim 2 ,mi = p* 1 • --pV, m 2 = p l ^l •■■p l r r and d|m 2 , where 
1 < J < r. Hence x is also a character mod m 2 and 


r x = X(«)ln|2sin^| 

(a,m)=l 

=[X(aimg + o 2 mi)ln |2sin ^° 1702 ^~ 1 

(ai,TOi)=l (a2,ma)=l ' 

司 L 石 ，广 

产)(尝 + 眾 ) 1 . 


It follows by Lemma 1.5 and (1.19) that 

r x = E x(o 2 mi) 12 sin 1 

(aa,m 3 )=：X fc|mi 3 

=^2 M(*)x(*) 5^ X(*)X(a2mi)ln|2sin^^i| 

k|tn, (o a ,m 9 )*l I 2 ' 

= F(nu) X ⑷ ln|2sinf| 

= F(mi) ^2 x(a)ln|2sin y|- 


The lemma follows by Lemma 1.7. 

Lemma 1.9. Suppose that m = m\m.2, where (mi,m 2 ) = 1. Let x ^ a 
character mod m. Then 

V»( m i) Y] X(o)ln |2sin —I, 

(«.^=i 1 m2 > 

ifx is a character mod m 2 , 

0, otherwise. 

Proof. Suppose that x * s not a character mod m 2 . Then there exists an integer 
t such that 

(1 + tm 2, m ) = l , x(l + tm 2 ) 〆 1. 

Hence 


53 x(o)ln 2sin^ 
(a,m)=l 


X(l + tm 2 ) X(°2mi + oim2) 
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X 4 - 017712(1 + tm 2 )) 


-—^2 x(«2mi + aTO 2 ) 

(a,mi)=l 


X(a 2 »ni + aim 2 ) = 0. 


Suppose that x is a character mod m 2 . Then 


Xia^mi + Oim 2 ) = <fi(mi)x(ci2Tni). 

(at,mi )=1 


X(<*)ln 2sin — I 

I m2 ' 

=^2 X(a 2 mi + axmajin I 2 sin - a - 2 - mi I 

(ai ， mi) ( 。 2 ， >»2)=1 m2 I 

=^2 In bsin—*^ mi I ^2 x(o 2 »wi + aims). (1.22) 

(aa,m 3 )=l 1 (ai,mi )=4 

The lemma follows by substituting (1.20) and (1.21) into (1.22). 

The proof of Theorem 1.4 Let x be any non-principal character mod m with 
X( _ l) = 1. Then x is a primitive character mod d, where d\m and d > 3. Hence it 
follows by Lemmas 1.8 and 1.9 that 

x(o)ln|e(o)| 

(o,m)=l 

= 5Z 53 x(a)ln|2sin^| 

/d (a ' m)=1 

=E E E X(a)ln|2sin™| 

•>|m.n>l ^/(modn) (a,n)=l 

= -r( X )L(l,x) E 0( ni ) (1.23) 


where ni = p 1 . 

p'll" 

Ptd 
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Let d! = p l . Then n = d!n\ and (d',ni) = 1. Hence 
p p(1t 






(1.24) 


Since t(x) ^ 0 and L(l, 又） 〆 0 (Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 7 and Chap. 9), 
therefore /i x ^ 0 by (1.23). and (1.24). Hence the theorem follows by Lemma 1.4. 

Remark In general, i]i, ■■- is not a set of fundamental units (Cf. J. M. 
Masley and H. L. Montgomery [1] and W. Sinnott [1]). 

1.5 Continuation 

Theorem 1.5 Suppose that m = p l i ■ • -pjr, where r 彡 2 and “ 彡 1(1 《 i < r). 
Then a necessary and sufficient condition that 


(h., m)= 


(1.25) 


form a set of independent units is that the group is generated by —1 andpi for 

any i with 1 < j < r, this is denoted by 


d)\)/ ^ 
M) ^ 

En nl 
二 r.l 认 #, l 

二 GK .I 

—efollI K l£fc=oV 

? n X ?- 

=(l stl" ;Eh=E+E'I 

II I h : 


n-l nli 


1.5^- 

^ /n 

l2si 

rr nlf 



Let 0 ― ♦ 0. Then the lemma follows. 

We shall suppose hereafter that m has at least two different prime factors. Let 

=( 〜 i) = (In 卜 sin 二〜 I) , 1 < i,j < s, 

where Kj denotes the inverse element of hj in Then we have by Lemma 

1.2 that 

P'HP'- 1 = (^), 1 ^ i,j < s, 

where 

J X<(^r)ln|2sin^^-Jxj(/»t) 

= 7^ xMXjihr)^ Xj(htK)^ hsin ^^-1 

r=l t=l I m I 

= 〜 5Zxi(*i)ln|2sin^J 

=\k H Xj ⑷叫 2 如兰 I’ 

(a,m)=l 

in which Si t denotes the Kronecker symbol, i.e., <5^ = 1, if t = j and 6^ = 0 otherwise. 
This means that the a eigenvalues of the matrix H are 

A< = - ^2 Xi(o)In|28in^|, 1 < t < s. 

(a,m)=l 

Let Hij denote the cofactor for hi f in H. Then all the *s axe equal to each other, 
since the sums for every row and every column of H are equal to zero. In particular, 
we have 

H\i = Hn = ••- = H as . 

Denote the characteristic polynomial of H by 

det(i/ — H) = x a + fcix* -1 + … + kg-ix + k„. 


K = \ S +, = 0 


by Lemma 1.10, hence 


ks-i = (-ly-^Hn + ••• + ■»„) = (-1 广 1 s/f u 
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and 

= (—l) s Ai •. • A a = 0. 

Since Hu ^ 0 means that (1.25) is a set of independent units, we have 

Lemma 1.11 A necessary and sufficient condition that (1.25) is a set of in¬ 
dependent units is that 0 is a simple root of the equation det (xl ~ H) = 0, i.e., 

X(a)ln |2sin ^ 卜 0 

holds for any non-principal character mod m with x(—1) = 1. 

The proof of Theorem 1.5. First, suppose that (1.26) holds. Let 欠 be a non¬ 
principal character mod m and also a primitive character mod d with ^(- 1 ) = i. 
Then d = p 1 ^ - -pr*, where 0 < < l t (l < * < r). If ZJ > 0(1 < t < r), then 

K = -r(x)L(l,X) ^ 0 

by Lemma 1.8. If /； = • • • = = 0 and > 0(i +1 < A: < r), where l^j<r, then 

by Lemma 1.8, 

i 

A x = - II( 1_ X(Pi))rUW,x)- 
«=i 

If there exists pi such that x(Pi) = 1, where 1 ^ i ^ j, then it follows from x(-l) = 1 
and (1.26) that x( n ) = 1 f° r any n G - Hence x is a principal character mod 

d, since d|^-. This leads to a contradiction and soA x / 0. By Lemma 1.11, we know 
that (1.25) is a set of independent units. 

Next, suppose that there exists an i with 1 ^ t < « such that 


Let d = -pj. Then there exists a primitive character mod d* such that x(—1)= 

x(Pi) = 1> where d*\d. Hence A x = 0 by Lemma 1.8 and so (1.25) is not a set of 
independent units by Lemma 1.11. The theorem is proved. 

FVom Theorem 1.5, we derive 

Theorem 1.6 Suppose that m = p 1 ^ … p{r where r ^ 4 and > 1(1 ^ z < r) 
or r ^ 3,pi = 2, ii ^3 and li ^ 1(2 彡 i $ r). Then (1.25) is not a set 0 / independent 
units. 


For example, (1.25) is independent for m = 21 and dependent for m = 35. 

Now, we shall study the units of for the case m = p. It follows by Theorem 


1.4 that 








form a set of independent units of 现 ,、 where g denotes a primitive root mod p. Clearly 
Pi = Pj+s, Pi - p a = ±1. 

We shall give the linear expression of pi by using the basis 


of 深 s as follows. 


Pi = ((e 2 ^)® - )9)(6^ - e-^)- 1 


First, suppose that 2\g. Then 




g-l-2m = 2g em ( mod p), m = 0,1,--• , - 1. 

Then 

iff-i 

Pi= w «+«m- 

Since g a =-1 (mod p), / + ^ may be replaced by / + e m - ks, where fca < / + e m ^ 
(k + l)s. Hence 

(pi. ••- ,P») = ,ut a )M, 

where M is a circular matrix 


is which o t = 1 ， if < equals 1 + — a or ] 

Next, suppose that 2\g. Then 






214 


Chapter 1 Algebraic Number Fields and Rational Approximation 


~2 - m = 3 em (m<xip), m = 0,l, -- ， - ( ff -3). 

i(9_3) 



Pi = ^ + ^2 岣 +<=„. 


m =0 

Since 



<=1 

hence 

(px, ••- ,Pa) = (U» 1 , … ,U a )N, 

where TV is al 

so a circular matrix and its elements are 0 or 


By this way, any unit r} = p 1 ^ ••- can easily be expanded as a linear combi¬ 
nation of Ui's. 

Let 

x + x -1 = y or x = ^ 々 ~ 4 . 

Then from the equation 

y 1 + z p_ 2 + … + a: + 1 = 0 
we have the minimal equation of wj(l 彡 2 彡 s) 

(y±i 


Hence 


1+ 矣 ((^ 孕可 + (^ 可 ) = 。. 

* [fl If) 

( _ i )* n w * =i+ 亡 = 1+2 亡 =(-”[*】， 

/ =1 J =1 i=l 

f[oJl = (-l) [i(s+1)l = (-1)^ 


and so <J {(1 ^ f ^ s) are all the units of Sl s . 

Theorem 1.7 A necessary and sufficient condition that ui, ••- ,w*_i form a 
set of independent units is that 2 is a primitive root mod p or 2 belongs to the exponent 
s and p = 7 (mod 8 ). 

Proof. If 2 is a primitive root mod p, then by taking 5 = 2, we have 


pi =2 cos 


n2 l 


1 < i < s — 1 



and 


Now suppose that 2 is not a primitive root mod p. Let 


2 = g l (modp). 


Then (l,p — 1) > 1 and 


9 sin -g^+ 21 

外 = 2cos—= ±2cos = ―- 

P P sin — o** +i 

P 

= Pl+iiPl+ii+1 - - - P21+/1-1 


WlWl+J. = (Pi+1 - - - Pil)(.p2l+1 . . . />3Z) … (Pu+l - . .p(j+l)t). 

The number of Wi's in the product of the left hand side is t and the number of p*，s in 
the right hand side is It. 

Take t = (^ _【) • If (l,p — 1) > 2, then t < a and ~~^ is a multiple of 

p — 1 and so the right hand side is equal to ±1. Hence ui, ■ ■ - ,u> a -i is not a set of 
independent units. Suppose that = 2. Then the exponent of 2 is s and 2 is 

a quadratic residue mod p, i.e” 




Hence p = ±1 (mod 8) (Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 3). 

First, suppose that p = l (mod 8). Then J = 2m, 2fm and (m,p-l) = 1, hence 
is a primitive root mod p too. Without loss of generality, we may suppose that 

2 = 5 2 (modp). (1.27) 

Hence there is an identity between -——- of Ui'a 
4 

a»lCi ；3 . • •U» 2 E^ 1 _ 1 — P3P4PSP6 - ■■ P 1 P 2 = ±1, 

i.e., (i>i, • • • ,o>a_i is not a set of independent units. 

Next, suppose that p = 7 (mod 8). Since 2||(p - 1), we may suppose that 2||2, 
otherwise 2||(l + p— 1). Hence we may assume that (1.27) holds also. If there exist 
h, •■- ,l a such that 


=± 1 , 
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then 

±1 = {P3P4.) h {,P6P6) li •■- (P2p3)“ = p[ M - 3+l —'p l 2 — i+l - . 

Since the set pi, • •. ,p s -i is independent and 

Pi - Pa = ±1 ， 

we have 

l »-2 + la-l = ls-1 + /, = ••• = i ,_ 3 + l a _ 2 . 

Since 2fs, hence 

li = h = • • ■ = l». 

if /, = 0, then li = ■■ - = l s _! = o. Hence o ； i，• •. ,o/ 4 _i form a set of independent 
units. The lemma is proved. 


1.6 The Dirichlet field 

Let s = 2*. The field = Q{y/P\, • • • , v/pT) is a real algebraic number field of degree 
a which is called the Dirichlet field. 

Consider the solution of Pell’s equation 

x 2 -PH -p^y 2 = ±4, x^0,y^0 

with smallest | + 、 where A: > 1 and 1 < m < • • • < i fc < < is any choice of 

1， •••，«• We order the di =Pi x • ■ ■Pi,, such that dt = l (mod 4) for 1 < i < m. Set 

£ . = / y + 令 V“ Xi = yi = l(mod2), if 1 ^ t < m, 

l *» + V^iyi, if m + l<i<s-l. 

Then ei, ■■- , e»-i form a set of independent units of & a . We have also a basis of 
Wl = l,w 2 = £!,••• , UJ m +l = £m,W m+2 = y/dm+1, …, UJ» = y/ d s-l- 
The transformation 


is an automorphism of the field & a . 5-1 transformations > 1,1 < h < 

< ifc < «) and the identity transformation <r 0 form the group of automorphism of 
lias its s conjugates under these automorphisms. 




that 


(1.28) 


2^i^s, (1.29) 

where c = c(®,). 

Proof. Let …如 denote the number of e v 's which change into 士 er 1 under 
the transformation (Tu*. Suppose that e v = X v + y/d^Y v . Then = 

/ 士 G 1 ，if 心 is divisivle by odd number of Pij (1 < j ^ k), Since the number of 

又 士 ep ， otherwise. 

d v 'a which possess 2r +1 prime factors of (1 < j < k) and h other prime factors is 
(2r + l)(^ fc )* 

therefore the number of d„'s which have 2r + 1 prime factors of pi t (1 ^ j < A:) is 
equal to 

(丄 )('+( V )+ +(口))-—( 2 / +1 ). 

Hence 

2t ~ k ( 2r + l ) - 

2r+l$k 、 7 

Since 

舍 (-1) ‘ ⑴ =(l-l) fc = 0 

and 

力 ⑴ =(1 + 1)* = 2' 

hence 

E E (: + 小 ， - 1 

2 r<Jfe ' 7 2r+l<k ' 7 


Take where e* 0 = ^max Ej. For any given positive integer l, we may 

define the integers lj(2 < j < s) by 

e[ ^ e l j < ei +， °, 2 < j < s - 1. 


(1.31) 
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Let 

Vi = e i e 2 a '" * £ i'-i - 

Then we have (1.28) by (1.31). (1.29) may be derived by (1.30) and (1.31) as follows. 

=cer* _l ° 矣 c(er^J ，2 - - 
= cq l (2 < t < s). 


The lemma is proved. 
Form the matrix 




: m 


= (o b)' 


where A = (0^)(1 ^ i, j ^ m+1) and B = (6^)(1 ^ t, j < s—m—1) in which an = 2 *， 
an = 2 t_2 (a^_i + «ii-iy<_ 1 )(2 < i < m + 1), ay = o,i = 2 t_1 zj_i(2 < j < m + 1), 
a tj = 2 1 ~ 2 1 ^^- 1(2 < i,j 彡 m + l，i # j) ， b“ = 2*(^ + <(1 < * < s - m - 1) and 
= 0(i ^ j). 

Let iji(l = 1,2, •••) be a sequence of units of S> t satisfying (1.28) and (1.29). 
Clearly 切 may be expressed as a linear combination of Wi,s with rational integer 
coefficients a 

m = y^^kuUj. 


(hn, - - - ,hi t ) = (An, … ， ki a )S, 

we have / m \ 

m = hn = 2 t_l ytkn + ga ： 山， i+ i), 

= j 2 t-2 (2xj-ikn + dj-iy^k^ + ^ Xi-iXj-ikiij , if 2 ^ j < Ti 
( if m + 2 ^ j < s 

and the simultaneous Diophantine approximation of the basis of 


降一吣 | < c ㈤ nr 1 


I ^ i < s. 


Remark The proof of Lemma 1.12 gives a simple algorithm for the computation 
of the sequence of units T]i(l = 1 ， 2, …) satisfying (1.28) and (1.29) which does not 




involve the solution of the system of linear equation (1.5). But in practice the field 
is not as convenient as 没 since the rji given by increases too fast as l increases 
and moreover a is equal to 2 4 . 

There are also many real algebraic number fields for which the sets of independent 
units are known (Cf. L. Bernstein, [1]). 

1.7 The cubic field 

Let Q(a) be a real cubic algebraic number field and let a satisfy the equation 

x 3 — oax 2 — a\x - ao = 0, (1.32) 

where ai, aa are rational integers and ao = ±1. Suppose that (1.32) has only one real 
root and a > 1. The field Q(a) has a basis 

l,a,o 2 

and a sequence of units 7/j = 0*(1 = 1,2, •••) such that 
l»?, (i) | < = 2,3. 


Hence we have 

m = a l + a^ 1 + c / 3 ) 1 ， l = 1,2, ■■- , 
hij = a l+i 4- a^ l+i + a^ l+i = ni+j, j = 1,2 
and the simultaneous Diophantine approximation of the basis 

|^- - — < c(a)n” ， j = 1 ， 2. 

Here nj and hi } (j = 1,2) are taken from the same sequence of integers. It follows by 
(1.32) that 

no = 3, ni = 02, «2 = a| + 2oi 

and 

„, = ^ a (‘)《 = ^ a W «-3 a W 3 
i=l i=l 

=a^ i-3 (o2aW 2 + aid ⑷ + ao) 

<=i 

= 02T1J—1 4 - OltlJ—2 + aoTll-3 


for i > 3. Hence nj satisfies a simple recurrence relation. 

For example, suppose that the minimal polynomial of a is 
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X 3 — x — 1 


0 . 


Then a satisfies 1 < a < 2. Since 


x 3 — x — l = (x — a)(a^ +ax + a -1 ) 


and 


o 2 - 4a _1 = (a 3 — 4)a _1 = (q - 3)a -1 < 0, 
therefore or( 2 ) and o：( 3 ) are conjugate complex numbers. Let 
Vi = a 1 , l = - -. 

Then nj(i = 1,2,•••) satisfy the recurrent formula 


no = 3, ni = 0, na = 2, nj = «j_2 + ni_3 (/ > 3). 


For real quadratic field Q{a), where a is a units 〉 1， the rational approximation 
of a thus obtained is in essence the continued fraction. 

Remark It is easily seen that we may also obtain the less precise result of 
simultaneous Diophantine approximation of the LOi'a, if jjj(i = 1,2, • • •) is a sequence 
of algebraic integers and 

心 = 。 ⑷ • 

«=2 

In particular, if we take rjj = = 1,2, • •. ）， then, the rational approximation of a 

so obtained is in essence the Jacobi-Perron algorithm. Here we may take a > 1 and 
the absolute values of its conjugates are all less than 1 which then a is called a PV 
number. We shall discuss them in the next chapter. 

Notes 

Theoreml.4: Cf. K. Ramachandra, [1]. 

The other results: Cf. Hua Loo Keng and Wang Yuan [1 ， 4, 5, 6, 7, 8] and Hua 
Loo Keng, Wang Yuan and Pei Ding Yi [1]. 



Chapter 2 

Recurrence Relations and Rational 
Approximation 


2, 1 The recurrence formula for the elementary symmetric func¬ 
tion 

Let 多 "， = Q(a) be a real algebraic number field of degree s. We shall give in this 
chapter an algorithm for the simultaneous Diophantine approximation obtained by 
^ - ° l ( l = which is essentially the Jacobi-Perron algorithm (Cf. L. Bern- 

stein [1]). It yields less precise results but the computations of m and ^ j s) 
are comparatively simple. 

Let a satisfy the irreducible equation 


/(*) = x •- o.-xx* -1 - aix-ao = 0, 

where o,_i, - - - , ai,ao are rational integers. Let 

a(= a (1) ) > 1, |a (2 >| < • • • < |a ( *>| < 1. 

An algebraic number with this property is called a PV number. Let 


Then 


since 


lna 

2<i<5 
ln|ao| 


0<p< ■ 


l« W l: 


^1~ (a-l)lna' 
laol 


M 


a | o ：( 2 ) •.. ^ a | a (*)|* _2 • 

Let Si denote the elementary symmetric functions of the roots of f(x) 

Si = a l + a (2)l + ■•• + a ⑽， Z = 0, . 


( 2 . 1 ) 


( 2 - 2 ) 

(2.3) 
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Then Si's axe all rational integers. Without loss of generality, we may assume that 
Si > 0, since a is a PV number. By (2.2), we have 

\Si - a z | 1) W = {s- l)a-^ - l)s»Sr P , (2.4) 

since 

Sj < a* + (s — 1) < aa l . 

Theorem2.1 

Proof. FYom (2.4), we have 

S n+ k_ a n+ * + 0(^ fc ) 

Sn a n +0(Sn P ) 

=« fc (l+ 嘴 1 - 勹 )(1+ 嘴 1 -，))- 1 
= a k + 0(S~ 1 - p ). 

The theorem is proved. 

It is well-known that Si can be evaluated by Newton's formula 

5。 = s ，Si = a a -i, ■ - - , 5 s _i = ag-iS a -2 + • • • + aiSo 

and 

Sn = Os-lSn -1 + a,- 2 S „-2 + - h Oj-Sn-a+l + OoS n ~a (n > »). 

Remark It is easily seen from (2.3) that to take a to be a unit is more advan¬ 
tageous. 

2.2 The generalization of Sn 

Let ^ be a number of Q(a) and 

Qn = ^? (<) Q Wn . (2.5) 

»=1 

Then Q n is a rational number which is called the generalization of S„. It also satisfies 
a recurrence relation. By (2.1), we have 

Q n = ^^W a W»- a W» 

>=i 

= 亡 e (i) a (<) "-’(a-^)’ -1 + ■•• + oiaW + ao) 

«=i 
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= a«-i ^^ (i) a (i)n_1 + • • • + ai ^^W a W«-*+i + oo ^^ (<) a w " _ ® 

*=i t=i i=i 

= 0*-lQn-l + ••• + aiQn-»+l + OoQ n -« (2.6) 

for n > s. Hence the sequences (Q n ) and (S n ) differ only in their initial values. 

Now we shall define $ such that (Q 0 , … ， Q,_i) is the given initial value. Choose 

= (a^), 1 < i < s, 0 < j < 5 - 1. 

Then 

S=n，{2 

is a non-singular matrix with integer coefficients. FVom 

(Qo, ••.，<?•-!) = ($ ⑴, •••，€(*)) 仏 

we have 

(Qo, … ， Q,-i) = (€ (1) ，… 

and so 

( 《⑴， … ， fC)) = (Q 。， … ,Q a .i)S~ l n f . (2.7) 

Hence 《 / 0 ， if Qo, …， Q t -i are not all equal to zero. And for any given integral 
initial vector (Q 。， …， Q a -\), we obtain a sequence of rational integers Q„(n = s,s + 
1，…） by (2.6). 

Theorem 2.2 Let Q = (Qo, - - - ,Q a ~i) be a non-zero integral vector. Then 
there exists a constant ci(Q,a) such that |Q n | > 1 and that 

- a fc | < c(Q,a)\Q n \~ 1 ~ p , 1< A：<«-1 

holds for n> ci(Q,a). 

Proof By (2.5) and (2.7), we have |<3„| > 1 and 


Q„ = 4a n + 0(|aW| n ) = ^a" + 0(a-^) = 4a n + 0(\Q n \~P) 

for n > ci(Q,a), where the constant implied by the symbol “O” depends only on Q 
and a. The theorem follows. 

Let Wi(= 1),^2) • • • ,be any given basis of Q(a). Then 

Wj = 5^ t jk a k ~ l , 2 < j < a, 
fc=i 
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where tjfe(2 < J ^ s, 1 < A: < s) are rational numbers. Let 

Qn(J) = > '^jkQn+k-lt 2 ^ J ^ S. 

k=l 

Clearly, Q n (J) satisfies also the recurrence relation 

Qn(j) = 0*-l<3n-l(j) + ... + ajQn-*+lC7") + OoQn-a(j) ( n ^ «) 

for 2 < j < s, where the initial values Qo(j)< … ， Q>-i(j) determined by Q 0 , …， 
Q2a-2 and 以 (1 彡 fc 彡 s). From Theorem 2.2, we can derive 

Theorem 2.3 Under the assumption of Theorem 2.2, the relation 

- 吣卜 0(|Q„r W ), 2Kj^a 

holds for n > c(Q,a), where the constant implied by the symbol %>" depends only on 
Q, a and u>i fa. 

We may also use the “Yang Hui triangular method" to prove Theorem 2.2. (Cf. 
Hua Loo Keng [3]). Suppose that (Qo, …， Q b -i) is a given non-zero integral initial 
vector and that Q„(n > a) is a sequence of integers defined by (2.6). Then 

(1 - a a _ix - aii) ^2 QriX n 

=Qo + (Qi — a«-iQo)x + _ • • 

+ (Qa-l — 0»-lQ«-2 -- OlQo)a：® -1 

=P J ,_i(a:)(say). 


Hence 


where 


f … 丁 ^ _ 


JJ(1 _ a (<) i) 

<=i 


十 Aj 

^1-aWx' 


QW-lp^gW-i) 

_n(« w -a o> ) ’ 


1 < * < S. 


( 2 . 8 ) 




by comparing the coefficients of x n of (2.8). Since (Q 0 , ••• , Q a _i) is not a zero vector 
and 1 ， a,. • • ， a a_1 is a basis of Q(a), we have 人 尹 0(1 彡 i 彡 s) and so Theorem 2.2 
follows by (2.9). 

Remarks 1. In practical use, we often take the initial values Qq = ••- = 
Qs-2 = 0, Q a -i = 1 and the basis 1, •• - ,u a , where 

^3 = Q^ -1 - a.-idt 7-2 - a.-j+aa - a,_ i+ i, 2 < j ^ s. 

(Cf. L. Bernstein [1]). Since 

= (a a -ja 9 ~ j + • • • + oiq + ao)a - * +i-1 , 2 < j < s 

by (2.1), we have 

loJl ^ 8 max la,-l. 

2. By (2.3), we have 

0 <p< jh- 

Perron proved that the relation 

holds only for a = 2 (the continued fraction) and for s = 3 and a( 2 ) ， a( 3 ) are conjugate 
complex numbers (Cf. O. Perron [1]). Hence the results given here are rougher than 
the corresponding results of chapter 1. However compared with (ni,hn, - - - hi B ), the 
number of elementary operations required for obtaining Q n is decreased, since Q n 
satisfies a simple recurrence relation 

2.3 PV numbers 

Let be a real algebraic number field of degree s. We shall show that it requires 
only c(^ a ) elementary operations for obtaining a PV number a of degree s in 
Hence when 多 g = Q(a) we may obtain the simultaneous Diophantine approximation 
of the basis of 見 by the method stated in §2.2. 

First, we mention two lemmas. 

Lemma2.1 Let s = ri + 2 r 2 . Let $i, • • • ^ « linear forms ofxi,--- ,x s with 

determinant A ^ 0, where $i, -. • ，石 ri are forms rvith real coefficients and the other 
forma have complex coefficients such that $ ri+ra+J - = ^ ri+J (l < j. < rz). Further 
let 入 1 ， … ，入 8 be s positive numbers satisfying = Ar 1 +Pa+ j(l < j ^ r2) and 

Ai … 入 * > |^|- Then there exists a non-zero integer point such that 


l€i| ^ Ai, ••- ,|^»| < A, 



Let 


h(x) = 0, SPh = l. 


9{x) = JJ(ar - a (i) ). 

t=i 

Then l/a and g(x) is a polynomial with rational coefficients such that 
9 (x) = ch(x) t/l , 

where c is a rational number. (Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 16). 

Let u>i, … ， o>* be a basis of 多 where the oVs are algebraic integers. Let a = 
ri + 2 r 2 and 

<»(‘)= + ••• + iv^x„ 1 < i O ， (2.10) 

where < n) have real coefficients and a w (ri +1 < t < s) have complex 

coefficients such that 

w (p,+ra+i) = w( ri+ 》，1 < j_ 《 r 2 . 

Let 

^ = (wj 0 )，1 < i,j < s. 

Take 

Ai= (f 广 |A|(1- W- 1 ) ， A 2 = … = 、 =1 - e ， 

where 0 < e < 1 and A = det/2. Then it follows by Lemma 2.1 that there exists a 
non-zero integer point (zi , …， x B ) such that 

|a| < Ai |a (i) | < 1 - e ^ * 1 |A|^Ta - ^ 

2 < t ^ (2.11) 

Hence a is a non-zero algebraic integer and we may assume that a > 0. By 
|iV(a)| = aja ⑺ … a w | > 1, 


we have 


a > (1 - > l 


( 2 . 12 ) 
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and so a is a PV number of degree s by (2.11), (2.12) and Lemma 2.2. EVom (2.10), 
we have 

(®i, •• - ,x a ) = (a (1 ), … ， o ； (*))/2’ _1 

and so 

l (!)" (i-Vi+( 卜 收 - e )S 

= c(^ a ), 1 < * < a, (2.13) 

where W denotes the maximum of the absolute values of the cofactors of A. Hence 
there is a non-zero integer point in the parallelpiped (2.13) satisfying (2.11) and so 
we obtain a PV number a of degree 8 in ^ a . 

2.4 The roots of the equation F{x) = 0 
Let a ^ 2. We denote the largest real root of the equation 
F(x) = x s — x*~ l — - i — l = 0 

by ”(= ” ⑴） and its other roots by tj ( 2 )， …，》?(吃 

Lemma2.3 

2 一 < »7 < 2 - (2.14) 

and, 

\V W \^V~l, 2^i^a. (2.15) 

To prove Lemma 2.3, we shall need 
Lemma2.4 If the coefficients of the polynomial 

g(x) = a,x* + H - 1- aix + ao 

satisfy a* ^ a s -i 彡…彡 彡 oo > 0, then no root of the equation g(x) = 0 has 
modulus greater than 1. 

Proof Since 

|(l-x)fl(x)| ^ a,|x|* +1 - ((a, - a,_i)|x|» 

+ (a»-i - <*»- 2 )|*|* -1 + • • • + (ai - ao)|x| +ao) 

>a.M*(|*|-l)>0 

for |i| > 1. The lemma follows 
The proof of Lemma 2.3. Denote 

Q(x) = (x- l)F(x) = z* +1 - 2x B + 1. 
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<3(2 - 2—) = (2 - 2-*) a+1 - 2(2 - 2~ a y + 1 

=1 - 2-(2 - 2 - = 1 - (1 - 2 -(»+l)). > o 
and 


Q (2 - 2-(*-”) = (2 - - 2(2 - 2-( 卜 ”) + 1 

=1 一 2 _ (* _1 >(2 - 2 - = 1 - ( 2* -1 - 2 - 
Let 

R{x) = V-\-V—~\ 

Then 


Bf(a) = 2*in2 - 2*~*" l (l - a - 2 )ln2 
= 2*(l-2- ,_ ， (l- S - 2 ))ln2. 

Since 

2*>(l + s- 2 )* a , 

i.e” R'(a) > 0 for s ^ 2, therefore R(s) increases, if s ^ 2. Hence 


2 s - l - 2- a ~ 1 > 0 , 

2*~* - 2 -a+,_1 > 1 


and so Q(2 — 2_(* _1 )) < 0. (2.14) is thus proved. 
Let 


F(x) = (x- 
and 

/(z) = x* -1 + 0.- 2 x e ~ 2 + ■ ■ ■ + Pix + f3o. 
Then we have a system of linear equations 


~V0o = -1, 
Po~r]0i = -1, 


0»-2 ~V = -1- 


« —疒 2 + 


X '： 


• ， Pa-Z 

.+ q + 1 


= >? 8 ~ 3 + >?*~ 4 + ■••+>?+1 
if- 2 

1-1. 
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Let 


Then 


7i = 


/ 0j/Pj+^ 

t 爲， 


if 0 < j < s - 3, 
if j = s — 2. 


7»-2 > 7»-3 > • • • > > 7o, 


- is an increasing function of x for a: > 0 and 


_ t^ +1 +1^ - h” 

7i 一 中’ +1 +7^ + ••• +»7 + 1 
Let x = 0,-2U and g(y) = f(p s - 2 y)- Then 


(0 ^ J < s - 2). 


(2.16) 


g(y) = + dv- 3 + 0,-30 ： ziy- 3 + ••• + 0 i 0 s- 2 y + 0o. 


EVom (2.16), we have 

劣二 I > > > 010.-2 > /So- 


Hence it follows by Lemma 2.4 that the moduli of the roots of g(y) = 0 are all^ 1, 
i.e., the moduli of the roots of f(x) = 0 are all< 0»-t = r) — l. (2.15) and so the 
lemma is proved. 

Lemma2.5 |»j( 2 )| = rf l for a = 2 and |»；( 2 )| = |»?( 3 )| = r ) -爸 for s = 3. 

Proof. Obviously = »j _1 for a = 2. For s = 3, since 

x 3 — x 2 — i — 1 = (x — rj){x 2 + (r; — l)i + T]~ l ), 77 > 1 

and 

( 口 - 1 尸 -4”- 1 = V^±R-A = -^ + 2 ^-3 

V r, 

= _h^l£ ± 2 < 

V 

therefore tj( 2 ) and ”⑶ are conjugate complex numbers. Hence |”( 2 )| = |”( 3 )| = r)~t. 
The lemma is proved. 


2.5 The roots of the equation G(x) = 0 
Let s > 2. we denote the largest real root of the equation 
G[x) =x a - Lx— 1 -1 = 0 


by r(= r^ 1 )) and its other roots by t( 2 )，••• ,t( s ), where L is an integer^ 2. 
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Lemma2.6 

i<r<L + L-(— 1 > (2.17) 

and 

+ <|r«| <(X-(L-1 )-^t)-^t, 

2 < t < s. (2.18) 

Proof. (2.17) follows immediately by 

G(L) = -1 < 0 

and 

G(L + L-^- 1 )) = i-(-i)(L + - i > o. 

Let x be the real root of the equation 

g{x) = x* + Lx*~ l — 1 = 0 

in the intervaJ (0, 1). Since g'{x) / 0 in (0,1), therefore \ is the only root of g(x) = 0 
in (0,1). It follows from 

5 ( 0 ) = -1 < 0 

and 

<7(1) = L>0 

that g(x — <5) < 0 for any <5 satisfying 0 < 5 < x- Hence on the circle in the complex 
plane |a| = x _ 厶 ， we have 

1 > \x a + Lx , ~ 1 \. 

It follows by Rouch6's theorem that 1 and G(x) have the same number of zero in the 
circle |®| < x — J ， i.e. ， G(x) has no zero in the circle |x| < X ~ Let -► 0. Then 
the moduli of roots of G(x) = 0 are all^ Since 




2.5 The roots of the equation G(x) = 0 
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in the interval (0, 1). Since 

A(0) = 1 >0 

and 

h(l) =-L+ 2 <0, 

we have h(n + 6) < 0 for any 6 satisfying 0 < 5 < 1 — /2. Hence on the circle 
|x| = 4- S, we have 

\Lx- 1 \>\x 9 + l\. 

It follows by Rouche's theorem that x* -1 and G(x) have the same number of zeros in 
the circle \x\ < n + S, i.e., G(x) has s — 1 zeros in the circle |a:| < + 6. Let 5 — ♦ 0. 

Then G(x) = 0 has a — 1 roots in the circle |a:| < f2. Since 

=((I -(L- - L)(L - (L - l) - ^!) -1 + 1 

=(£ - (L - -(L- l)-iir)-i^T 

-(L-1)-A)<o, 

we have 

|r (4) | ^n<(L-(L- 2 ^ t < a. 

Suppose that L = 2. We proceed to prove that the equation 
G(x) = x •- 2z a_l -1=0 


has 5 — 1 roots with moduli <1. This is equivalent to proving that the equation 


G*(y) = y* + 2y-l = 0 


has s — 1 roots with moduli >1. Let 5 > 0. Then it follows from Rouch6 , s theorem 
that Gg(y) = y 3 + (2 + 6)y — 1 and y have the same number of zeros in the circle 
|y| < 1, i.e” Gf (y) = 0 has a — 1 roots with moduli ^ 1. Let 5 — 0. Then G*(j/) = 0 
has also s — 1 roots with moduli ^ 1. Since G*{y) = 0 has no root satisfying \y\ = 1, 
G*(y) = 0 has s — 1 roots with moduli > 1. The right hand side of (2.18) and also 
the lemma is proved. 
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hence t( 2 ) and r( 3 ) are conjugate complex numbers and 
|t( 2 > I = |t ⑶ I = 

The lemma is proved. 

Remark. Minkowski proved that except when Q(a) is a real quadratic field or 
Q(a) is a cubic field and a( 2 ) ， o：( 3 ) are conjugate complex numbers, the real algebraic 
number field Q(a) does not contain a unit r) such that 

V> h = 

(Cf. H. Minhowshi [1], O. Perron [1]). However the above lemma shows that the ab¬ 
solute values of the conjugates of the unit r are approximately equal if L is sufficiently 
large. 

2.6 The roots of the equation H(x) = 0 

Let 3 > 2 and A\, • • • , A a ~i be integers defined by the relation 

―⑺， M ” +2 ), 

s — 1 ^ k > 1. 

Let r be the positive integer satisfying 

Farther let w(= u ⑴) denote the largest real root of the equation 

H(x) = x •- sV -1 ®— 1 + (-l)*- 2 A ， _ 2 r’- 2 i 卜 2 + —— Airx -1 = 0 

and w( 2 ),... ,w( 8 ) its other roots. 

Lemma2.8 

u> = s 2 r— 1 + 0(ri _1 ) (2.19) 

and 

u (i) = —— - 十 0 ( 厂卜 1 ), l^i^s-1, ( 2 . 20 ) 

4 ( 8iD ?) r 

where the constant implied by the symbol “O” depends on s only. 

To prove Lemma 2.8, we shall need 
Lemma2.9 


(o + fc) 2 •- i4i«*6(a + b) 2s ~ 2 - A 2 a 2 b 2 (a + b) 2 -* —— 




k = (-1 广 汶 

Hence „ , 

(a + b) 2 •- A ia b(a + 6) 2 - 2 - A,-ia a - l b>-\a + b) 2 

-(a* + (-l)— 1 6 < ) 2 = 0. 

Divide the above formula by (a + b) 2 and then put a = —b. This yields that 
(-l)M._i6 2 «- 2 - s 2 b 2a ~ 2 = 0, 

A,-\ = (-l)V. 

The lemma is proved. 

The proof of Lemma 2.8. Put a + b = y, ab = —r and a® 4 - (—1)® -1 6* = —1 in 
(2.21). Then we have the equation 

y 2t + A ir y 2 - 2 - A 2 r 2 y 2t ^ -… + (-l)-M,_ 2 r- 2 y 4 

Wr a - l y 2 -1 = 0 ( 2 . 22 ) 

has o + & as a solution, where a, b satisfy 


By (2.23), we have 
Denote C = e*"*. Then 


o = -^, a* + (-l )〜 = -l. 
6 2 » + (-l)*~V-r* = 0. 


/(-l)^ + (l + 4r»)^y /a ci 
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1 < / < 2s. 

Substituting into (2.23), we have 

a=-v^(l+ 二：、 0(r~ a )\ C l , 1 < / < 2a 

and so the roots of (2.22) 

!/ = (C* - COVr + + 0(r- 4+ i), 1^1 ^2s. 

Setting the variable z = y 2 \n equation (2.22), we know that the roots of the equation 

z 9 + A x rz a ~ l - A 2 r 2 z a ~ 2 - + (-l)* _1 i4 a - 2 r*- 2 2 2 + s\ a ~ l z -1 = 0 (2.24) 

are 

a- 2 r -« + i +0 ( r - ¥+ 1 ) ， -4 卜 ？) r + 0(r-* +1 ), 1 ^ t ^ s - 1. 

Hence the roots of H(x) = 0 are (2.19) and (2.20) by substituting x = j/ -1 in (2.24). 
The lemma is proved. 

2.7 The irreducibility of a polynomial 

Let 

g{x) = i* + a,_ia:* -1 + ... + oix + oo, 

where 0*(0 < *s — 1) are rational integers and ao ^ 0. 

Theorem2.4 If 

|oi| > |<*0 _1 | + |a»_iaS _2 | + ■•• + |o2ao| + 1, (2.25) 

then j(x) is irreducible over Q. 

Proof. By (2.25), we have 

|aiOo| > |aol + l a »-i a J -1 | + • • • + |a 2 <io| + |ao|. (2.26) 




2.8 The rational approximations of ” ， t，w 
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It follows by Rouch^'s theorem that g{x) and x have the same number of zeros in the 
circle |a:| < |ao|, i.e” g(x) has only one zero in the circle |a;| < ao- By (2.26), the 
equation g(x) = 0 has no root with modulus |ao|. 

If g(x) = u(x)v(x), where u(x) and v(x) are polynomials with integral coefficients 
and with degrees ^ 1, and if w(»?) = 0, then the moduli of the roots of v(x) = 0 are 
all > |ao|. Hence 

l°o| = Is ⑼ I = |«(0)w(0)| > |u(0)| > |ao| 
which leads to a contradiction. Thus we have the theorem. 

Theorem2.5 If g{x) = 0 has only a root i? with modulus ^ 1, then g{x) is 
irreducible over Q. 

Proof If g(x) = u(x)v(x), where u(x) and v(x) are polynomials with integral 
coefficients and with degrees ^ 1, and if u(t?) = 0, then the moduli of the roots of 
v(x) are all < 1. Hence |«(0)| < 1 which leads to a contradiction. The theorem 
follows. 

Theorem2.6 If 

|a«-i| > l°«- 2 | + ••• + |ai| + |ao| + l, (2.27) 

then g{x) is irreducible over Q. 

Proof. It follows by (2.27) and Rouch^'s theorem that I® -1 and g(x) have the 
same number of zeros in the circle |a:| < 1. Hence g(x) has only one zero -d with 
modulus > 1 and thus the theorem follows by Theorem 2.5. 

Theorem2.7 i], t, are all PV numbers of degree s. 

Proof. Since 

”>1， |” <0 |<1， 2 ^ i <8 

by Lemma 2.3, F(x) is irreducible over Q by Theorem 2.5 and so 7 ； is a PV number 
of degree s. Similarly, we may prove that r is a PV number of degree s too. By 
Theorem 2.6 and its proof, we know that H(x) is irreducible over Q and w is a PV 
number of degree a. The theorem is proved. 

2.8 The rational approximations of 77 ,r,a; 

1. Let F n (= F tltl )(n = 0,1, … ）be a sequence of integers defined by the recurrence 
relation 

Fo = Fi = - = F,_2 = 0, i^-i = 1, 

Fn+» = Fn+t-1 + Fn+a-3 + … + F n +i + F n , n 彡 0. 

As usual, (F n ) is called the generalized Fibonacci sequence of dimension s. Let 
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Take a basis of Q(rj) 


Set 


i - - — 1 


F n (j) = Fn+j-l - Fn+j-2 
Then we can derive from Theorem 2.3 the following 
Theorem 2.8 For s, we have 


W» = ” * _1 - V"~ 2 - TJ - 1- 

Fn+\ — Fnt 2 < J ^ S 




— 2*ln3 — a 2 »+l 


(2.28) 


For the cases s = 2 and s = 3, if we use Lemma 2.5 to replace Lemma 2.3, then 
we have 

Theorem2.9 The right hand side of (2.28) may be replaced by c(r])Fn 2 and 
c(ji)Fn ^ for the cases s = 2 and a = 3 respectively. 

2. Let G n (= G a , n )(n = 0,1, • • •) be the sequence of integers defined by the 
recurrence relation 

Go = Gi = … =G,_a = 0, G»_i = l ， G n +* = LG n +$-i + G n , n ^ 0. 


Let 

Since 


lnlr(»>| 

P= -:- • 

lnr 

ln(L - (L - 1)-^) = Ini + ln(l - L _1 (L- l) - ^) 

^lnL- L~\L- l)-^ - L~ 2 {L - 1)-^ 
^InL- L _1 - L~ 2 


and 

ln(i + = InZ. + ln(l + L_ s ) ^lnL + L~ 3 , 

therefore 

_ 、 InL-L- 1 - L~ 2 
(s-l)(lnL + L-*) 







sequences of G„ and H„ increase too fast as n increases and so they are not as 
convenient in practical uses as compared with the sequence F n . 

Notes 

The definition of PV number was first introduced by C. Pisot[l] and T. Vijayaxagha- 
van[l] (Cf. J. W. S. Casselsfl]). 

Lemma2.8: Cf. Hua Loo Keng [1]. 

Theorem 2.4 is due to Xie Ting Fan and Pei Ding Yi[l] which improves a theorem 
of O. Perron [1] and also a theorem of L. Bernstein[1]. 

The other results: Cf. Hua Loo Keng and Wang Yuan [6,7,8]. 









Chapter 3 

Uniform Distribution 


3.1 Uniform distribution 

We use G, to denote the s-dimensional unit cube 

0 < ii < 1, 1 < t < a. 

Let n be a positive integer and 

A(fc) = ^ n) (fc». 1 < fc “ 

be a set of points in G a , where 

0 < x\ n) (k) <1, 1 < i 彡 a. 

For any 7 = ( 71 , ••- ,7.) € G a , let JV„(7) = N n (rii， ■■- ,7.) denote the number of 
points of P n (fc)(l < fc < n) satisfying the inequalities 

0 < x\ n) {k) < 7i, 1 < * < » 

Then 

sup l^"- 7 - - hi| = ^("). M = 

7GG. I «• I 

is called the discrepancy of the set of points P n (fc)(l < fc ^ n). Let m < r »2 < . • • be 
a sequence of positive integers. Let 

P nl (k) = (4 n，) (*), ••- 1 彡 fc 《卬 

be a set of points in G s with discrepancy D(n t ). If D{ni) = o(l), then the sequence 
of sets P n ,(fc)(m < n 2 < • • •) is said to be uniformly distributed with discrepancy 
D(n). Incase = l,x^{k) = n(fc), -- ,x«(fc) = x •⑷ (fc = 1,2, ••• )，the sequence 
P(fc) = (^(fc),... , x g (k)){k = 1,2,---) will be called uniformly distributed in G a . 
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3.2 Vinogradov’s lemma 

Lemma3.1 Let r be a positive integer. Let a,0,A be real numbers satisfying 
0 < A < — a^l-A. 

Then there exists periodic function !?(x) with period 1 such that 

1) 9(x) = l,ifa+-A^x^0 - ^A, 

2) 0 < 穸 (x) < 1， i/a — $ 厶 < a: < a + and 

0 — ^ 0 + -A, 

3) !?(s) = 0, */^ + ® < 1 + a - ^A, 

4) if (a:) has a Fourier expansion 

9{x) = p-a + Y^C(m)e 2l,imx , 
where denotes a sum with m = 0 deleted and 

|C(m)| < min (/3 _ a, 点 ，(^) (^)')- 

Proof. Define a periodic function with period 1 

( 1 ， if a < x < 0, 

if x = a of x = 0, 

0 if < i < 1 + a. 

Then !P 0 (*) has the Fourier expansion 

W = 4 0) +E’c4 0) e 2w<mi ， 


where 


C^ 0) = f 9 0 {x)dx = ) 9 -a, 

Jo 

= £ Mx)e~ 2 vimx dx= J e~ 2ltimx dx 


p—lirima _ 2win»0 


-(m 〆 0 )， 
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and so 

Let A = 2rS and 

炉 p (*) = J g ^p-i(. x + z )dz, 

where p = 1,2, ••- ,r. Then we may prove by induction that 

1) 7 ^p(ar) = 1, if a + pS < x < 0 - pS, 

2) ’ 0 < 9 p {x) ^1, ifa — + and 0 — pS^x^P + pS, 

3) ' ^(x) =0,ifp + pS<x<l+a-pS, 

4) ’ ^ p (x) has a Fourier expansion 

!P P (*) = ci p) + Y^ 、 e w, 


C 》 =0 - a ， 

In fact, suppose that f p -i(x) satisfies 1)’ 一 4)’. Then 9 p [x) satisfies 1)’ - 3)' 
obviously. Now we prove that <P p (x) satisfies 4)' as follows ： 

^o P) = ^p{x)dx = 去 J^dz J 9 p -i{x + z)dx 

= C^~^=P-a, 


C 淖 = 


^(®)e- 2wimx dx = 


^p-i{x + z)dz 


=w 


( P _D fe 2vimS -e-^ imS \ 


g—2wimi' 


4irimS 


r- 


Hence 


Take !?(«) = !Pr(x). Then we have the lemma. 
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3.3 The exponential sum and the discrepancy 

We use the notations x = max(l, |x|), || 7 || = 71 • • ■ 7» and (a,/3) = ^ the scalar 

i=l 

product of a and f3. 

Theorem3.1 Let r,h be positive integers such that h > r/r), where r] satisfies 
0<r}< 1/6. Then for any -y 6 G a , we have 

物 ) -l*Yl| < D{n) 


ii”>u<rh 11 11 fc=l 


l|m||<h 

a2V 


n •+ r f) r h r 


fc=l 
(ln64/i 广、 


is which ^ denotes a sum with m = 0 = (0, ••- , 0) deleted. 
Lemma3.2 Let n, l be integers > 1. Then 

V' — < 1 + Inn 
' m 


丄 <r ?， 

m J m -i t 

^ 1 f°°dt n - ,+1 

m i: +i w < y n 7=~m- 

The lemma is proved. 

The proof of Theorem 1. First Suppose that 7 G G„ where 7 ^ satisfy 


Proof. Since 


Similarly 


3»7 < 7. < 1 - 1 < i 彡 《• 



Let 




Vw=ii: i: < 3i > 

n *=» 4->(*x,. n k=i^=i 

For 3” < a: < 1 — 3”，we construct two auxiliary functions G^\y) and G^\y), where 
G^\y) satisfies 

1) GiD(y) = 1, if -t; < y ^ x, 

2) 0 < G^ ] (y) < 1, if -2r, < y < —rj and x < y < x + »；, 

3) G^iy) = 0, if x + v < y K 1 - 2v, 

4) has the Fourier expansion 

G^^V) =* + 2»? + J^Cx^e 2 ^, 


in which 

and where (y) satisfies 
IV Ci 2) (y) = l,if2»j<i / 

2) ' 0 < G4 2) (v) <l,ifr7<y<2T7andi-77^y<i, 

3) ' G^( V ) = 0,ifx^ V ^l + v, 

4) ’ Gx(y) has the Fourier expansion 

Gi 2) (v) =x-2 V + [’C 2 (m ) e 2 气 


By Lemma 3.2 


|C 2 (m)| Cmin(x-2^ …:㈣)- 
G^(y)^G x (y)^G^\y). 

^Hy)= E + 0 E ^I^prr 

I—I 八 l«n_、h ' 1 1 


=^2 Ci(m)e J 

|m|<h 


M>fc 
2W 1 
h -n^Tfhr ’ 


(3-2) 


(3.3) 
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where C^ 0) =x-\-2r} and we use 0 to denote a number satisfying 0 < |01 ^ 1 but not 
always with the same value. EVom. (3.1) ， (3.2), (3.3) and Lemma 3.2, we have 

4 E n ( E ⑷ + (3.4) 


fc=l 7=1 \|m|<h 


1+ S |Ci(to)| ^2+^ ^ 


m=l 

2 2 2 
< 2 + ― + — ln/i K. 一 ln 64 / t . 


(3.5) 


(7l + 2”) … ( 7 a + 2”) < 71(72 + 2”) … ( 7 * + 2r/〉+ 2” 彡 … < |*y| + 2s»y ， （ 3.6) 

so from (3.4), (3.5), (3.6), we have 


i ； Nnh)-h\^ 






(ln 64 h)* _1 . 


Using G^\y) to instead of G^\y), we obtain a similar lower estimate for ; 队 (7)- 
K Hence 

+石: 山1给― (叫 


n r+B T] r h r 


Next, suppose that there are t components of 7 satisfying 71 < 3t? and the rest 
satisfying 3»? < % < 1 - 3 t?. Define -y' = (Vi. … ， Y)，where 7 ^ = 3»7 if 7< < 3 tj, and 
Yi = H otherwise. Then N n (Y) ^ N„(-y) and 

|^0-|7l|< + |^^-|yi| + lVI + |7l < 步 + % (3-7) 
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Finally, suppose that there are t components of equal to 1 and the rest are not 
greater than 1 - 3r/. Then the problem is reduced to the s — t dimensional case. Hence 
we have (3.7) too. For any -y 6 G a , define -y’ = ( 7 J, …， O and V 7 — (7i > • • • , 7 ^) as 

foll0W8 ： 

and 

Hence 

I ^ H ,,|, _ _ bl |, H ,,|) s , +6 , +3S ,. 

The theorem follows. 

3.4 The number of solutions to the congruence 

We shall always use M to denote a number ^ 1, n an integer ^ 2 and a = (ai ， • • • ,a s ) 
an integral vector. 

Lemma3.3 Suppose that the congruence 

(a,m) = ^2 airrii = O(modn) (3.8) 

»=i 

has no solution in the domain 


: u 


- 377 , 


7i > 1 - 3i7, 
7i ^ 1 - 3?7 


= u . 


if 7 * > 1 - 3tj, 
if 7t < 1 - 3r>. 


||m|| ^ M, m^O. 

Then the number of solutions T^m of (3.8) in the domain 

||tn|| < IM (3.9) 

satisfies 

Ti M ^ c(eyi l+c M e , 

where l is a positive integer. 

We use P s ,m to denote the s-dimensional parallelepiped with edges parallel to 
coordinate axes and with volume ^ M. To prove Lemma3.3, we shall need 

Lemma3.4 The domain (3.9) can be covered by at most c(e)*/ 1+e M e paral¬ 
lelepipeds of the type P s< m- 
Proof. Take 

c(e) = 2 2+e ^(j _(1+e) + 2 - ei ). 
j=o 
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For s = l，the domain (3.9) is an open interval (-IM ， IM), hence it can be covered 


21M 


21 


(3.10) 

(3.11) 


intervals of the type [c, c +JW], where c is a constant. The lemma holds. 

Suppose that A; is a positive integer and the lemma holds for s = 1,2, ••- ,k. Now 
we proceed to prove that the lemma holds for s = fc + 1 too. 

Divide the domain 

mi … fhk+i < IM 

into 2[log 2 M] + 3 parts 

mk+i = j, |j'| < l, 

and 

2U< |m k+ iK 2 i+1 i, 0 < < < [log 2 M]. 

Suppose that m*+i = j. Then 

rhi • • • m* < ^ < Q j j + 1) M, 
so it can be covered by at most 

Q = c(e)*([|]+l) 1+ V 

parallelepipeds of the type Pk,M from the induction hypothesis. Using P*,m as basis 
and 1 as height, we obtain a Pk+i,M- Hence the subdomain mk+i = j can be covered 
by at most Q parallelepipeds of the type Pk+i,M and so the domain (3.10) can be 
covered by at most 


V 


M c 


(3.12) 


parallelepipeds of the type Pk+i,M- 
Consider the subdomain of (3.11) 


2*i < mk+i ^ 2 i+1 l. 


(3.13) 


Then we have 


rhi ■ ■ ■ fh k < -^r 

for mk+i = 2*/ +1 and it can be covered by at most 
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parallelepipeds of the type from the induction hypothesis. Since we may obtain 
a Pk+i,M by the use of P fc ^ as basis and 2* as height and 2 x l + 2*/ + 1 > 2* +1 i, the 
domain (3.13) can be covered by at most 

C(e)k/ (f) 

parallelepipeds of the type Pk+i,M and so the domain (3.11) is covered by at most 

[log 2 M] . . e 

^) kl E (f) ( 314 ) 

parallelepipeds of the type Pk+i,M- 

It follows by (3.13) and (3.14) that the domain (3.9) can be covered by at most 

砂 1+ 實 g ( 择 + Jj) < c ⑷― 

parallelepipeds of the type Pk+i,M- Hence the lemma follows by induction. 

The proof of Lemma3.3. By Lemma 3.4, it iB sufficient to prove that the congruence 
(3.8) has at most 1 solution in any parallelepiped of the type P s ,m- Suppose that 
(3.8) has two solutions m ; and m" in a P 3% m, where m 1 ^ m". Let m = m' - m". 
Then ||m|| < Af, m ^ 0 and 

(a,m) = (a,m , ) - (a, m w ) = O(modn) 


which leads to a contradiction. The lemma follows. 

Lemma3.5 Under the assumption of Lemma 3.3, 

c ⑽ (ln3fM 广 1 • 

Proof. We may prove easily by induction that the conclusion c{e) a l 1+e M e in 
Lemma 3.4 can be replaced by c(s)Z(ln3iM)® -1 and so the lemma follows. 


3.5 The solutions of the congruence and the discrepancy 

Theorem3.2 Under the assumption of Lemma 3.3, the set 






has discrepancy 


D(n) ^ 
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1 \ 、 2ir»mfc/n _ f li if n|m ， 

n ^ — \ 0, if n\m. 

(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 7). 

The proof of Theorem 3.2. Let h^7. Then by Lemmas 3.5 and 3.6, 




||7rm|| 



e 2irt(a,m)fc/n 




E , 


iMi 




(rt+i.Af - Tim) 

Tm 


^A/- 1 j ； T l+1 , w 


<c(a)M -1 -^ 3 ^— _1 + c{8)M- x {\nhMy- 1 

i=i 

Take r = l,r) = and h = 7([Af] + l) 2 in Theorem 3.1. Then we have the theorem. 


3.6 The partial summation formula 

Lemtna3.7 Let y(in) be a non-negative function of m. Then 


■■ / =0 i m.. . =1 m..=] 




x Z … E H … E 、( k )， 

|fc 4l |«h |fc4, +1 Kmi. 

where ^ denotes a sum in which i = (ti, •• - ,t s ) runa over all the permutations of 

(I) -- ' »*)■ 

Proof. Since 


= 0 ( 0 )+X) »(-»»)) 




■^Tl) 
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E ，9 1TT^ E ， - { E ^ E 

'l m » mi ' ■ 爲 - 1 1/t.fen. 

+ -T Y] 0(mi, …， 

h \k.Kh ^ 

+ [ ^~~^ — (sis 5(^1. ••- ,m.-i,k a ) 

+ T- ^ 0( mi ’ …，饥 *-1’ A ’)) < … 

t … t ；^r 

1=0 i r»u, +l =1 m<,=l l l+» *• 

_ E … 51 5Z … XI ’淋 

|fc<,|<h |*4, K h |fc<| +1 1 <**»«!+! |fc4.|«m ( . 

The lemma is proved. 


3.7 The comparison of discrepancies 

Lemma 3.8 Suppose that the sets P a (k) = ( ： r^*)(fc), … ,xi n ^(A:))(l < fc < n) 
and Q n {k) = {y[ n \k), ■■- ^ k ^ n) have discrepancies D{n) and E(n) 

respectively and that 

1^(*) - yj n) (fc)| < S, 1 < fc < n, 1 < * ^ s. (3.15) 


|I»(n) - E{n)\ ^ s6. 

Proof. For any € G a , set y « ， ••• ， Ti) and Y’ = « … ， 7:’）where 


v _ / 7. ~ ^ if 7i - <5 ^ 0, 

— ^ 0, if 7< — J < 0. 




7* + if 7i + (5 ^ 1, 

1, if 7i + 5 > 1. 


Let JV n ( 7 ) and A/ n ( 7 ) denote the numbers of P n (A:)(l < fc < n) and Q n (k){l < fc < n) 
falling into the region 


0 < Xj < 7i, 1 < t < s 
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respectively. Then by (3.15 )， 


M.(V) ^ N n (y) ^ M„(y). 


= M n (V) 
n 


M and a 2 = 


\M n (Y) 


-N ■ 


Then by (3.16), 


J Nn j^~ ~ h| ^ max((Ti,<T2). 
\i=2 i=2 J 




卜(7") 


IV'I + lV ， |-|7|<^(n)+s5. 


<71 satisfies the same inequality. Hence by (3.17), 


Similarly, 

The lemma is proved. 


D(n) ^ E(n) + sS. 
E(n) ^ D(n) + aS. 


(3.16) 


(3.17) 


3.8 Rational approximation and the solutions of the congru¬ 
ence 

We use h = (ho ， hi ， … ,h,),m — (mi, ••- ,m a ) and n^ 0) = ••- ,m,) to 

denote the vectors with integral components, where /io = 1. 

Lemnia3.9 Suppose that 

((r,m)> > 6||m|r° (3.18) 

holds for any m ^ 0, where a, b are constants satisfying s ^ a ^ 1, b > 0, and that 

|^- 7i | 1 < * < (3.19) 

where d,g are constants satisfying d > 0, 0 < j < 1/a. Then there exists a positive 
constant c(b,d,a)(< 1) such that the congruence 

(h, m ⑼) = = O(modn) (3.20) 

i=0 
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has no solution in the domain 

||m( 0 )|| < c(b,d, a)n^, m (0) ^ 0. (3.21) 

Proof Suppose that m ⑼ (_ 0) is a solution of (3.20). If m = 0, then mo ^ 0. 
By (3.20), we have mo = O(modn). Hence 彡 n and so m( 0 ) not belongs to 

the domain (3.21). Consequently, we may suppose that m 〆 0. If 

_>(▲) 气锴， 

then 

l|m<0>11 ^ (2^) + 

and so we have the theorem. Now, suppose that 

iim | i < Gy i+Bn 敗 

Since 

we have 

by (3.18) and (3.19). Hence 

ll m(0) ll > njt-i - ^ll m ll 2 > (2ds) ^ „ 1 + <1 "?+i +8> 

- Q j I+ ° (da ) 费 n 2 ^ 1-9 多 |(2da)^6^n^. 

The lemma is proved. 

3.9 The rational approximation and the discrepancy 

In this section, we shall prove the following three theorems. 

Theorem3.3 Suppose that (3.18) holds for m ^ 0, where a,b are constants 

satisfying 1 ^ o < 1 + — and b>0. Then the set 
2s 

in(fc) = ({7l*}> • • • . {%*})， 
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has discrepancy 

D(n) < c(6 ， s)n _1+2a ( 0 - 1 >(lnn) 1+aai .-. 

Theorem 3.4 i Suppose that (3.19) holds, where d,g are constants satisfying 
d > 0 and 0 < ^ ^ Then under the assumption of Theorem 3.3, the set 


(⑸，閉，…， {¥})， 

has discrepancy 

D(n) < c(M ， a)n _ 进 (lnn) 4+1 . 

Theorem3.5 Suppose that q is an integer satisfying 1 彡空彡 n ”a-a%-i). j^ en 
under the assumption of Theorem 3.4, the set 


({¥}，...，{¥})， 1 … 9 

has discrepancy 

D(q) ^ c(b, d, s)q~ 1+2 ^ a -^ (ln3g) 1+ * #1 •- . 
To prove these theorems, we shall need 
Lemma3.10 Let 5 be a real number. Then 


S 6 "" 1 Sraln ( n ’ 忐） 


(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 7). 
Lemma 3.11 




n l-o 

j-^2' 0 < a < 1 

(n + 1) 1 -® „ 

■- T_« - " a<0 . 


Proof. For 0 ^ a < 1 




r dt 


(3.22) 


The other inequality may be proved similarly. 

Lemma3.12 Let Q = [2* a ||m|| a i> -1 ] + 1, where m / 0. Then under the as¬ 
sumption of Theorem 3.3, there is at most 1 point (k ， *y) = in any interval 

i=l 

of the type (P, P + Q -1 ], where k is a vector with integral components which satisfy 
|*i| < |mi|(l < t ^ 
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Proof. If there are two points (k^) and (k 7 ’ ， 7 ) in the interval {P,P + Q _1 ], 
where k # # k /# , |K| < |mi| and |*f I < |mj|(l ^ t < s), then 

-k'WXQ - 1 

On the other hand from (3.18), 

<(k' — k ,, , 7 ))>fc||k , - k"D 2— 6 ||m ||- 0 > Q- 1 

which gives a contradiction. Then lemma is proved. 

Lemma 3.13 Under the assumption of Lemma 3.12, 

丄 ‘:^ 4 ㈣ . 

Proof. Divide the interval (0,1] into Q subintervals 

None of the points (k ， -y) is contained in To, where k / 0 and < |m<|(l < i < a). 
Otherwise be (3.18), 

Q~ x > <(k,7)> > 6||k||- tt > fc||m|r° > g- 1 


which gives a contradiction. It follows by Lemma 3.12 that there is at most 1 point 
(k, 7 ) in any interval //, where l ^ 1. Hence 


(( k : r )) < 4 E 呈 < 4Q(1 + InQ) < 4QIn3Q. 


The lemma follows. 

Lemma 3.14 Let h be an integer ^ 2. Then under the assumption of Theo- 
rem3.3, 


E 


l|m|K(m,7)) 




Proof. By Lemmas 3.2, 3.7, 3.11 and 3.13, 




E … E 


I 叫灿 " m IU 1=0 i •• =1 mi.=l " 

< E •• E E 

|fc 4l |fc<, l<h Ifcij+i K"»i, + 1 


E 


<(k ， 7 )》 
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… ^ 2 ~... m ? c (^» )°ln/l 

1=0 i mi l+1 =l TO(,=1 *i+i *« 

<c(fc, s)h a ^- 1 \]nh) 1+aSla . 

The lemma is proved. 

The proof of Theorem3.3. By Lemmas 3.10 and 3.14, 

< c(6, a)n~ l h^ a - 1) (lnfc) 1+ * il -. 

Take r = 1, ij = —— and h = 8n 2 in Theorem 3.1. Then we have the theorem. 

The proof of Theorem 3.5. R-om Theorem 3.3, the set 

({7l*}. • •' . {7«*})» l^k^q 

has discrepancy < c(6 ， s)g _1+2 * (a_1) (ln39) 1+ ’ tfl .«. Hence by (3.19) and Lemma 3.8. 
The discrepancy D(q) of the set (3.22) satisfies 

D{q) < c(6,s)9 -1+2, ( a - 1) (ln3g) 1+a<, - + sdqn- l ~ B 
^c(b,d, a ) 9 -i+2»(«-D (ln3 9 ) 1+86l -». 

The theorem is proved. 

Theorem 3.4 may be derived from Theorem 3.2 and Lemma 3.9 immediately. 

3.10 The lower estimate of discrepancy 

Theorem^.6 Suppose that s ^ 2. Then for any set of points P n (k)(l ^ k ^ n), 

D(n) > 2 _2 * _4 (s - 1) _ 午 n-Ylogan) 1 ^. 

Evidently, Theorem3.6 is a consequence of the following: 

Theorem3.7 Suppose that s > 2. Then for any set of points P n (fc)(l ^ fc < n), 

[ (N n (x) - n|x|) 2 dx> 2“ 卜 8 ( a — 

JG. 

We may suppose that s = 2, since the proof of the case a > 2 is completely similar. 
Denote 

P n {k) = (X k ,Y k ), lO<n. 

Any point x in the interval 0 ^ a; < 1 can be represented uniquely by the series 
® = ^- + || + •• , Xi = 0 or 1. 





of terms of E* is no less than 2 m-a — n. The lemma follows. 
Lemma 3.17 


n F(x,y) 2 dxdy < m- 1 


Proof. By (3.26), 


f f F(x,y) 3 dxdy = y] f j F r (x,y) u dxdy 
Jo Jo Jo Jo 

+ 2 ^2 f [ F r {x,y)F B {x,y)dxdy. 

Jo 

Since |F r (a:, j/)| < 1, the fires term of the right hand side does not exceed m — 1. Now 
we proceed to prove that the second term is equal to zero. For any given y, divide 
the interval of the integral of a: into 2* _1 equal parts. Similar to (3.24), the integrals 
over these subintervals are all equal to zero. Hence we have the lemma. 

Lemma3.18 

f f F(x, y)dxdy = 0 ， 1 ^ fc < n. 

Jx k JY k 

Proof. It is sufficient to prove that 

J J F r (x, y)dxdy = 0， r = 1 ，…， to - 1. 

Divide the integral into four parts 




(3.28) 
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where X is the least integer ^ Xk and also a multiple of 2 -r+1 and where Y is the 
least integer ^ Yk and also a multiple of 2 _m+r+l . Since (3.23) holds in the rectangle 

X k ^：x <X, Ifc < y < y, 

the first integral of (3.28) is equal to zero. It follows by Lemma 3.15 that the other 
integrals are all equal to zero too. The lemma is proved. 

The proof of Theorem 3.7. FVora Lemma 3.18, 

乂乂 Nn 、 x ， v 、 F 、 x ， v 、 dxdy = j 0 j 0 F (*’y) ( ll dxdy 


-UJ ： 


,X k <m,Y k <v 

F(x,y)dxdy = 0. 


l^i Jx » Jy » 

Hence by Lemma 3.16, 

n (nxy - N n (x,y))F(x,y)dxdy = n f f xyF{x, y)dxdy 
Jo Jo 

彡 n(m - l)2_ 2m (2 m - 2 - n). 


Let m be the integer such that 


8n < 2 m < 16n. 


j 。 j 。 (nxy - N n (x, y)) 2 dxdy J q (na:y - N n (x, y))F(x, y)dxdyj 

(/ / Fix^dxdy^j ^(m-l)(n2 _2m (2 m-2 -n)) 2 
by Schwarz inequality and Lemma 3.17. Since 

2 m_a -n>n, n 2 2 -2m ^ 2~\ m > log 2 n + 3 ， 

hence • i 

n (N n (x,y) - nxy) 2 dxdy > 2 _16 log 2 n. 

The theorem is proved. 

If the sequence of sets Pnl(k)(ni <ri 2 < ••■) have discrepancy 


D(n) = 0(n- 1+£ ), 
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where the constant implied by the symbol “O” depends only on e, the sequence 
Pm(k)(ni < n 2 < ■■■) (oi simply the set P n (k)) is said to be best uniformly dis¬ 
tributed. 

Notes 

The definition of uniform distribution was first given by H. Weyl [1]. 

Lemma 3.1: Cf. I. M. Vinogradov [1]. 

Theorem 3.1 in a slightly different form was proved by P. Erdos, and P. Turin [1] 
for s = 1 and J. F. Koksma [2] for s > 1 (Cf. also E. Hlawka [2] and Hua Loo Keng 
and Wang Yuan [7]). 

Lemmas 3.3, 3.4 and 3.5: Cf. N. S. Bahvalov [1] and also Hua Loo Keng and 
Wang Yuan [7]. 

Theorem 3.3 was proved independently by Hua Loo Keng and Wang Yuan [7] and 
H. Niederreiter [1] in a slightly different form. 

Concerning the lower estimation of the discrepancy, T. Van Aardenne-Ehrenfest 

[1] first proved that D(n) > Theorem 3.6 is due to K. F. Roth [1] whose 

result was improved to D(n) > for a = 2 by W. M. Schmidt [3]. 



Chapter 4 

Estimation of Discrepancy 


4.1 The set of equi-distribution 

Suppose that s ^ 2,mi, … ,m a are s positive integers, n = mi • • • ,m a and m = 
min(mi, …, m # ). The set 

. ~)i 0 ^ li < mi, 1 < i < s (4.1) 

is called the set of equi-distribution. 

Theorem 4.1 The set (4.1) has discrepancy 

D{n) < 2 s m- 1 . 

Proof. Let 7 e G t . Since the number of /« satisfying 

— < 7 «» = 0 , 1 ,• •• 
m 

is equal to [mj 7 i] or + 1 , therefore 

N n {-y) = ([r»i7i] +&)••■ ([m,7,] + 6„), 

where 氏 = 0 or 1 (1 < i < s). Hence 

n i=i ^ T=\ 

The theorem is proved. 

Theorem 4.2 The discrepancy of the set (4.1) satisfies 
D(n) 2- l n-^. 
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Proof. Without loss of generality, we may suppose that m = mi. Set -y = 1 , …， 

\2m 

1). Then 

N n {-y) =—. 

m 

Hence 

The theorem is proved. 

Clearly, the best case for the equi-distribution is to choose mi = ■■• = m a = m, i.e., 

(^，…， S), 0 以，…山 <fTO . 

And it follows from Theorem 4.2 that the discrepancy D(n) of the set of eqm- 
distribution increases rapidly when a increases. 

4.2 The Halton theorem 

Lemma 4.1 The number of solutions of the congruence 
x = a (mod m), 1 < x < n 


is equal to [ 上 ] 0T " [ 兰 ] + 1' 







which ia denoted by 


h = O.hohi - - - Hm … • 

For any given positive integer k = ko + kir +- h k\fr M , where it corresponds to a 

number 

W(*) = y+ ^- + --- + ^T- 

If I«m 0, then 

r M ^k< r M+1 


and so 

M= [S7'] 

where M + 1 is called the number of digits of k. 
Lemma 4.3 Suppose that n > r. Then the set 


Ipr(k), k= 1,2, - ,n 


has discrepancy 

D{n)< 

Proof. Let a satisfy 0 < a < 1. Then a may be written as 
a = O.aoai • • • o，m … • 


Without loss of generality, we may suppose that a does not terminate. Otherwise if 
a = O.a 0 0 i - - - at 4 , where om ^ 0, then a may be written as a = O.o 0 oi - - - aM-ia' M 
a， M+i "'' where a' M = om — 1 ,oJ = r — l(t = M + 1,Af + 2,• ••). If 办⑻ < a, then 
the integer k satisfies one of the following conditions ： 

1 ) ko < ao, 

2) ko = oo, fci < ai, 

3) A：o == ao,fci = ai,k 2 < a 2 , 


Since the number of digits of k does not exceed 
.The final two steps are 


■ 1 for 1 < fc < ti, we e 


write M=[^]. 

M + l) ko = a 0 , fci = oi, • • • , kM^i = om-i, < om, 
M + 2) ko = ao,ki = ai,- • , Am-i = ajw-i, = om- 
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Write these formulas in the forms of congruences 

1) k = A ： o(mod r),0 < fco < ao, 

2) k = ao + feir(mod r 2 ),0 ^ fci < oi, 

3) k = ao + air + fc 2 r 2 (mod r 3 ), 0 < fc 2 < a 2 , 

M + 1) ft = ao + air + … + aAf-ir M_1 +fcjif7" M (mod r M+1 ) 0 < < a*/, 

M + 2) A; = ao + air + • •• + + a*fr M (mod r M+2 ). 

By Lemma 4.1, The numbers of solutions of the above congruences for 1 < A: ^ n are 
equal to 

00( [» 


a w([^r] +®)’ 

([■^}+ 0 )= e 

respectively, where 0 satisfies 0 ^ ^ 1. (But not always having the same value.) 

Let W n (a) denote the number of k satisfying <fi r (k) < a(l < A: < n). 

Then 

〜⑷ = a 0 ( [;]+ 々 +<! 《 [ 异 ] +0)4 •…(^([^^] +e)+e 

and 

卜⑷ -ao^-ai^ - a M^l| 

<a °l 7 _ [?]- 0 \ +ai \^~[^\ ~ 0 \ + - 

- 叫 + 0 

^ ao + oi + - 1- aw + 1. 

Hence 


|JV n (a) — an| < ao + ai + • • • + a\i + 1 +(； 


°M+1 , Qm+2 _ 
r M+2 十 r M+3 " 


(4-2) 


QM+l OM+2 
r M+2 十 r M+3 


+ • •0-1) (士 
^( 1_ 1 = ^= 




we have 


\N n (a) - an| < (M + l)(r -1) + 2 
,/In n , ,、 „ , r In m 


for n> r. The lemma is proved. 

Theorem 4.3 Suppose that t\( 1 < i 《 s) are a integers> 1 which are relatively 
prime to each other and that n >max (ri, • • - ,r*). Then the set 


(Wi(*). ••• (*)), 1 < fc < n (4.3) 


has discrepancy 


D(n) < (fl 

*=i 


In r< / 


Proof. We may suppose that 8 = 2, since the proof is similar for the case a > 2. 
Suppose that r ant t are integers〉1 and (r,t) = 1 and that 0 ^ (3 < 1 and its 
expansion in the scale of t is 


= O.bo6i • ■ •. 


Let N n (a,/3) denote the number of integers k satisfying 


<p r (k) < a, ft(k) < 0' 1 < A: < n. 


Let L = 
uniquely by 


Then the integers in the interval 1 < A: ^ n can be represented 


k = Iq + l\t + • • • + 0 ^ ^ t — 1. 


Similar to the congruences 1),2) ， … ， M+2), we have a system of congruences 

1) ’ k = l 0 (mod t),0 ^lo < bo, 

2) ’ k = bo + /i<(mod t 2 ),0 < ii < 6i, 


L + 1) / k = bo + bit + + itthmod t L+1 ),0 < ii < bi, 

L + 2) 1 k = bo + bit + --- + bL-it L ~ l + b^t 1 "(mod t L+2 ). 

Since if follows by Lemmas 4.1 and 4.2 that the number of integers in 1 < fc < n 
which satisfy m) and l)' is 


flm - l6, - 1 ([^] +0 ) 
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so N n {a,0) is equal to 

M+i L+i M+i i+i 

5Z £ ^m-lbl-l ( [^j] +®) + 52 °m-l 0 + XI U + 0 

m=l {=1 m=l 


卜 „(£» ， 的-亡 ^Om-ibl-x^jl 

m=l 1=1 

M+l i+1 M+l L+l 

< S + 5Z °*"-l ^ + 1 

m=l i=l to=1 1=1 

M+l L+l 

=(a m _i + 1) ( + 1). 

m=l 1=1 

Consequently, we have 

M+l L+l 

\^n(ot,0) - a0n\ < f flm -1 + 1 j ( bi-i + lj 

m=l (=1 

00 00 , 

+« E 安 1 

m=M+2 i=X.+2 

彡 ((r - 1)(M + 1) + 1)((* - 1)(L + 1) + 1)+ 3 
<((r- 1)(M +1) + 2 )((* - 1)(L + 1) + 2) 


The theorem is proved. 

Lemma 4.4 Suppose that n> r 2 . Then under the assumption of Lemma 4.3, 




Proof. Let 


1 — a = a'^ … 


Then 


a v + a' v = r — l, t; - 0,1, 



and by (4.2), 


|iV n (o) - an\ + \N n (l - a) - (1 - a)n| 

<(r-l)(A/ + l) + 2+(r-l)n ^ - 
l=M+2 T 

彡 ( r _ !)(^ + 1) + 2+ 

<(r-l)(M + l) + 3<^^. 

Hence 

The lemma is proved. 

Theorem 4.4 Suppose that n > max (rf, - • rj). Then under the assumption of 
Theorem 4.3, 

轉 … ...+HXU) - 

i=i 

Proof. We may suppose that s = 2 as in the proof of theorem 4.4. Let 
1 — /3 = 0.4q^i ■ ■ ■ ■ ■ ■ • 


Then 


b v + b' v = t — 1, v = 0,1, •••. 


Hence from (4.4), we have 


\N n (a,0) - a0n\ + \N n (l -a,0)-(1- a )f3n\ 
+|JV n (a,l-/3)-a(l-/?)n| 

+|iV n (l - a, 1 - /?) - (1 - a)(l - 0)n\ 
<((r- 1)(M + 1)4 - 2)((t - 1)(L + 1) + 2) 


+2n f ； ^ + 2nf ^ + 

m=M+2 l=L+2 


4 

n 


<((r- 1)(M + 1) + 2)((* - 1)(L +1) + 2) + 5 
<((r- 1)(M + 1) + 3)((* - 1)(L + 1) + 3) 
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< 去 (( r - 綱 + 1 ) + 3)((< - 1)(L + 1) + 3) 

+^((r- 1)(M + 1) + 3) + ~((t- 1)(L + 1) + 3) 

< 去 (( r - ”( M + 1 ) + 5)((t - 1)(L + 1) + 5) 

(r In m\ ft In tn\ , 

< (Tto7)(2toT) n ' 

The theorem is proved. 

Theorem 4.5 Suppose that n >max (ri，•. • ,r s _i). Then the set 

(- 1 ^,(*), ••- .'Pr.-, (*：)), 1 < fc < n (4.5) 

has discrepancy 

( 4 . 6 ) 

Proof. Let 7 G G,. If 7171 <max(ri - - - ,r,_i) = r (say), then we derive from - < 71 

r n 

that iV n ( 7 ) < r. Hence the left hand side of (4.6) does not exceed but the right 
r n 

hand side of (4.6) is greater that so we have the theorem. Now, suppose that 
n-yi > r. Obviously N n (-y) equals the number of integers k satisfying 

V>ri (*) < T2, • • • , < 7«. 1 < fc < «7!. 

We may also suppose that n-yi is an integer. Otherwise we can suppose that m < 

n-yi < m + 1, where m is an integer. Then N n (y) is unchanged, if 71 is replaced by 

- .Hence by Theorem 4.3, 

n 

I 誓 1 ". 和 1 (§穿)”-' 


3'7) 


gl s 

:E I=1+ 

1? 


The theorem follows. 
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Similar to Theorem 4.4, we have 

Theorem 4.6 Suppose that n>max (rf, ■■- ， rU. Then under the assumption of 
Theorem 4.5, 

♦ g .. 会*‘一 

FVom Theorems 4.3 and 4.5, we know that the sets (4.3) and (4.5) have discrep¬ 
ancies D(n) = 0( (^° n ) ) and D(n) = 0( ( ln :) - ) respectively. Hence they are 

best uniformly distributed. 

Remark. For practical use, we may take r* = p<(l ^ ^ s), where pi denotes the i-th 
prime number. 


4.3 The p set 

As usual, we use p to denote a prime number (Cf. §1.3). The sets 

({$}，{_}，•■ ，{^})， 1<a,fc ^ P， ( 47) 

({多}，洁}，".，$})，⑽ 

and 

( 0 ，{*}’ ._，{*})’ (4 ' 9) 

are called the p sets. The discrepancies of these sets can be evaluated with the aid of 
the estimates for exponential sums (Cf. Hua Loo Keng [4.5]). 

Theorem 4.7 The set (4.7) has discrepant 

D{p 2 ) < c(s)p _1 (ln p) s . (4.10) 

Theorem 4.8 The set (4.8) has discrepancy 

D(p 2 ) < c(s)i> _1 (ln p) s . 

Theorem 4.9 The set (4.9) has discrepancy 

D(p) <c(s)p _ 5(lnp) 8 . 
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Lemma 4.5 Let oq, ai, ■ • - a 8 be a set of integers such that their great common 
divisor is not divisible by p. Then the number of solutions of the congruence 
a,x* + ••• + aix + ao = 0(modp), 1 < i < p 

is at most s (Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 2). 

Lemma 4.6 Let 2 

*—l 

where f(x) = a t x a H - (• oix and at least one of the coefficients in not divisible by 

p. Then 


Proof. Since 


and 


|S| < (s - l)p- 


f(x + py) = /(x) + f\x)py(mod p 2 ) 


S = ^^ c 2iri/(*+pv)/p a _ ^ e 2»i/(x)/p a 

*=i v=i *=i y=i 

so from Lemmas 3.6 and 4.5, 

i 5 i < IIIE ㈣’ ⑷叫 =p jz i < («- i)p. 

1=1 » =1 / rt 

The lemma is proved. 

Lemma 4.7 Under the assumptions of Lemma 4.6, 

(Cf. A. Weil [1]). 

The proof of Theorem 4.7. Let a = (l,o, -- .a* -1 ) and m = (mi • • • ,m s ). (No¬ 
tice that we also use (mi • • • , m a ) to denote the great common divisor of mj, ■•- ,m a . 
Please don’t be confused with the notation for a vector). By Lemmas 3.6 and 4.5, 

t 1 

0=1 fc=1 (>,m)^0(mod p> 

{ 1，if p|(mi ， -.. ， m a )， 

if ,m„). 
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Hence by Lemma 3.2, 

E'^iEwk ^I ：； , 点 +H 点 

.… ™«>l … 

^ s p{ i+ i^ky <c{a)p ~ i{]np)a - 

Take r = l,r} = p~ l and /i = p 2 in Theorem 3.1 for p > 6. Then we have the Theorem. 
The theorem is obvious for p ^ 6. 

The proof of Theorem 4.8. Let m = (k, k 2 , … ， k s ). Then from Lemma 4.6 ， 


|m‘l<P a 


||7rm|| 



£ “•咖水 


Put r = 1,1] = p _1 and h = p 2 in Theorem 3.1 for p > 6. The theorem follows. For 
the case p 彡 6, the theorem is obvious. 

The proof of Theorem 4.9. Form Lemma 4.7, 


运土) 、物卞 1 ”).. 


Put r = l,r) = p _ i and h = p - l in Theorem 3.1 for p ^ 37. Then we have the 
theorem. Form the case p < 37, the theorem is obvious. 

Now we study the lower estimate for the discrepancy of the set (4.7). Let p ^ 3. 
2 

Put Xi = 1,X2 = - and ®3 = • • • = a:, = 1. Since the congruences 
V 

aX; = 0 or l(mod p), 1 < a , 矢彡 p 

have 3p — 2 pairs of solutions a, k, 


and 


iV(l ， ^l ， .,l)=3p-2 
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And so the discrepancy of the set (4.7) satisfies Dip 1 ) > i.e., the factor p _1 in 

the right hand side of (4.10) does not admit further improvement. 

Remark. For any given e > 0, take ” = p _1 ,h = [p 1+r_， ] and r = r(e) sufficiently 
large in Theorem 3.1 Then the discrepancies of the sets (4.7) and (4.8) may be given 


by 


D{p 2 )< ((|)% + e)p- 1 (lnp) s 


for p > c(a,e). And if we take r)-p~h,h = [pHJ] and r = r(e) sufficiently large in 
Theorem 3.1, then the discrepancy of the set (4.9) may be given by 


D (p) < ((I) ( s - 1 ) + e)p _ *(ln p)’ 


for p > c(s,e). 


4.4 The gp set 

Let 7 € G,. If the set of the form 

P W = ({7i*}» • • • , {7»fc})» 1 彡 fc 彡 n (4.11) 

has discrepancy 

D(n) < c(y,e)n~ 1+e , (4.12) 

then the set (4.11) is called a gp set and y a good point. Hence the sequence of sets 
so obtained is best uniformly distributed. 

We know from Theorem 3.3 that if 


<( 7 ,m)) >c(-y,e)||m|r 1-e (4.13) 

holds for any integral vector m ^ 0, then 7 is a good point and (4.11) is a 卵 set. 
Hence the problem of the existence and construction of a gp set is reduced to the 
problem of the existence and construction of a vector 7 satisfying (4.13). 

Theorem 4.10 The measure of the points 7 e G a such that (4.13) holds for any 
integral vector m^0 is equal to 1 . 

We derive immediately 

Theorem 4.11 The measure of the points 7 € G a such that the set (4.11) has 
discrepancy (4.12) equals 1. 


4.4 The gp set 271 

To proof Theorem 4.10, we shall need 

Lemma 4.8 Suppose that m is a non-zero integer and c is a real number. Then 
the measure of the points satisfying 

(c+mx) < £, x 6 [0,1] 

ia < 2e. 

Proof. Clearly, we may suppose that e < - and m > 0. 

Suppose that c = 0. Then the set of points such that 

(mx) 



is satisfied for almost all^f e G s . 

Proof. We may easily prove by Lemma 4.8 and mathematical induction that the 
measure of points -y satisfying 
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is < 2e，if m 一 0. Hence the measure of the set of point 7 such that the inequality 

<( 7 .m))^ - ~5 - ， ^>0 

XJ Triiip(rhi) 
i=l 

holds for any m / 0 does not exceed 

t=i 

=c(V>)”(say). 

Now we shall prove that for any t > 0, the measure of the set <r of 7 such that the 
inequality 

<(7,m)> > - - - - 

n 而矽咏） 

i=l 

can not be satisfied by all m ^ 0 is equal to zero. Otherwise, suppose that a has the 
measure 5 > 0. Then for any r; > 0,a is the subset of <t„. Take r\ = — —. Then 

s 2c W 

the measure of a does not exceed the measure of This gives a contradiction. 

The lemma is proved. 

4.5 The construction of good points 

Theorem 4.11 means that the measure of the set of good points in G, equals 1, but 
Theorem 4.11 is not constructive. Two constructive results were obtained by W. M. 
Schmidt and A. Baker respectively. 

Theorem 4.12 Let a = (ai, …， a s ), where a<(l 彡 i 彡 s) is a set 0 / real algebraic 
numbers such that 1, ai ••- ,a s are linearly independent over Q. Then 

((a,m)> > c(a,e)||m|| -1-e 

holds for any integral vector m ^ 0 (Cf. W. M. Schmidt [2.4]). 

Theorem 4.13 Let = (0i, • • • where 执 = e r *(l < * < s) with rj(l < i < «) 
denoting a set of different non-zero rational numbers. Then 


<G9 ， m))>c(Ae)||H「 1-e 



4.6 The 31 a set 


273 


holds for any integral vector m 一 0 (Cf. A. Barker[l]). 

Prom Theorem 4.12 and 4.13, we derive immediately 
Theorem 4.14 The set 


P(k) = … ， {a,fc}), 1 < Ar < n 


has discrepancy 

D(n) < c(a ， e)n _1+e . 

Theorem 4.15 The set 


P(fc) = ({ftjb},...,{ftfc}) > l^k^n 


has discrepancy 


D(n) < c(/3, e)n _1+ *. 


Remark. The constant in Theorem 4.13 is effective (Cf. K. Mahler [1]). 


4.6 The 深 s set 

Let hi, ■•- , h a ,n(> 0) be a set of integers. If the set of rational points 

has discrepancy 

D(n) < c(s,e)n -1+e , 

the set (4.14) is called a glp set and h an optimal coefficient mod n or a good lattice 
point mod n. 

Notice that the definition of optimal coefficient or good lattice point given here is 
different from the original definition due to Korobov and Hlawka (Cf. N. M. Kopobov 
[2] and E. Hlawka [3]). 

Let be a real algebraic number field of degree s and u>i, •■- , be an integral ba¬ 
sis of Si a , where o ； 2 ,. • • ,ui a are irrational numbers . Let (nj, hn, ■■■ , hi s )(l = 1, 2, • • •） 
be a sequence of sets of integers satisfying 

I 告-•卜 c ( 笔 ) n 广气 (4.15) 

For simplicity, we omit the index l. 
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Theorem 4.16 The set 

(以) 

has discrepancy 

D(n) $ c ( 采， e)n - * _a <*- 1 »+ , '. 

Theorem 4.17 Suppose that 1 < 9 < n i + 5J^nT. Then the set 

… “ ( 417) 

has discrepancy 

D{q)^ c(^.,e)q- 1+e . 

Since l,w 2 , ••- ,w a is a basis of 采 ’ they are linearly independent over the rational 
field Q. Hence Theorems 4.16 and 4.17 follow by (4.15) and Theorems 3.4, 3.5 and 
4.12. 

The sets (4.16) and (4.17) are called the SI, sets, Especially，for the real cyclotomic 
field 31, = Q (cos 盖 )， where s = <p{m)/2, we have 

II - 2co6 2，r( ^ - ) -| < c{3t a ,e)n~ 1 -^, 2^ j^a 

(Cf.§1.3) and so the following 
Theorem 4.18 The set 

({¥}，•••'{#}’ 1 … n 

has discrepancy 

D(n) 《 c ( 无， e)n+ 咖 +e . 

Theorem 4.19 Suppose thatl^q^ n 全 Then the set 

({f}，+.•.{#})， … “ 

has discrepancy 

翊 (无， e )« T 1+e - 


4.7 The ij set 
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4.7 The rj set 

Let a be a PV number of degree s, i.e., a > 1 and its conjugates satisfy 

|a (2) | ^ |a^| < 1 . 

Let 

ln|a (叫 

P = -:- • 

In a 

Let a satisfy the irreducible polynomial 

ar* - -- an — ao = 0 

Q n (n = 0 , 1 , • • •) be a set of integers defined by the recurrence relation 
Qo = Qi = = Q ,-2 = 0, Q,-i = 1, 

Qn = Ua-lQn-l + •. • + OlQn-a+1 + OoQn-»> U > S. 

Further let 

Qn(J) = Qn+i-l - a«-lQn+j-2 -- Oa-j+aQn+l — a s - J+ iQ n , 2 < j < S. 

Then 

j ~ u i\ < c ( a )IQ*»r 1_p ， 2<J <«,n>cx(a) (4.18) 

where 


u i = - a.-io 5 ' 2 - a,_, +2 a - a- j+1 (2 ^ j < s)(Cf. §2.2). 

Theorem 4.20 The set 

(说 }’ { 警斗 ••’ ( 4 . 19 ) 

has discrepancy 

D(Q n )<c(a,e)|<3 n |-i-S+ e . 

Theorem 4.21 Suppose that 1 < g < \Q n \^ + ^ - Then the set 

… ， {%^*}) ， (4.20) 

has discrepancy 

D(q )《 c(a,e)q~ 1+e . 
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Since 1 ， W 2 , … ,oj a form a basis of Q(a), hence Theorems 4.20 and 4.21 follow by 
(4.18), and Theorems 3.4, 3.5 and 4.12. 

The sets (4.19) and (4.20) are called the a set. Especially, we take the r\ set, where 
rj is the greatest real root of the equation 

x* - x * -1 - x - 1 = 0 . 

Let F„(= F„ t n) be a set of integers defined by the recurrence relation 

Fo = Fi = = F s _2 = 0, F,-i = 1, 

F n = Fn-l + • • • + + F n -a, n > 8, 

FHirther let 

i*nC?) = Fn+j-l - Fn+j-2 - F n , 2 ^ j ^ 8. 

Then 

I 雙一巧卜⑻心-…-气 

where ujj = r^~ l — if -2 - rj _ l(Cf. §2.8). Hence we have 

Theorem 4.22 The set 

has discrepancy 

D{F n ) < 赤 . (4.22) 

Theorem 4.23 Suppose that 1 < g 彡 Fn +2，+ll|n 2 + 221+3 . Then the set 

({ 豐 *}… ， { 学 *})， 1<k 《 q 

has discrepancy 

D(q) < c(ri,E)q~ 1+e . 

For real quadratic irrational a, we have 

(4-23) 

(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap, 10). If we use (4.23) and Theorem 2.9 to instead of 
Theorem 4.12 and Theorem 2.8 respectively, then we have 

Theorem 4.24 For s = 2, the right hand side of (4.22) may be replaced by 
c^F-Hln F n ) 2 . 





Hence the set (4.21) is a glp set for a = 2. For s = 3, we may use Theorem 2.9 
instead of theorem 2.8. Then we have 

Theorem 4.25 For s = 3, the right hand side of (4.22) and the range of q in 
Theorem 4.23 may be replaced by c(r), e)Fn S ^ 4+e and q < 於 4 respectively. 


4.8 The case s=2 

Let 

03 . 04 ,- ' 

be a set of positive integers such that a n < M(n = 3,4, •••). Let 91 , qt be two positive 
integers such that qi < and ( 91 , 92 ) = 1- Further let 


9n = Onqn-1 + 9n-2, n 5= 3. (4.24) 

Then q n {n = 1,2, • • •) form an increasing sequence of integers and 

n - 1 ^ g„ < (Af + n 彡 3. (4.25) 


Theorem 4.26 There exists a constant c(qi,q 2 , M) such that the solution of the 
equation 

xi + q n -iX 2 = q n y, 0 < |*i| < q n /2, 

0 < |® 2 | < g„/ 2 , y^O (4 . 26) 

satisfies 

[*ia ： 21 > cq n , > cq n -i- 

Proof. The theorem holds for n = 2,3 obviously. Suppose that n > 3 and that the 
theorem holds for any integer< n. Now we proceed to prove that the theorem holds 
for n also. 

Clearly, X 2 and y have the same sign. Otherwise 

Y ^ 1*11 = \Qny - 9n-ia ： 2| 彡 9n + 9n-l. 

This leads to a contradiction. 

If |a ： i| < |y| < ^9n-i, then by (4.24) and (4.26), 

*1 + 9 n-l ®2 = y(.O.nQn-l + 9n — 2 )， 

Xi - q n - 2 V = 9n-l(OnI/ - X 2 ). 


(4.27) 
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If OnV = * 2 , then by (4.27), x\ = q n - 2 V, hence from (4.25), 

* 1：B2 = > ?"-2 > ^ 

xiy = qn-iV 2 > q n -2 > M+ 1 gn-i- 

Take c $ _ (jt/ ^ 1 ) 2 . The theorem follows. 

Now, suppose that a n y 56 x 2 . Then it follows from the induction hypothesis that 
there exists a constat c = c(qi,qi,M) such that the solution of the equation (4.26) 
satisfies 

l*iy| > cqn- 1 , |®i(ony- * 2)1 彡 cq n - 2 - (4.28) 


Since y and X 2 — OnV have the same sign, we have 


l*i*a| = |ari(a ；2 - OnV) + *iOn|/| > cg„_ 2 + ca n g„_i = cq n 


by (4.28). 

If |*iI ^ then by (4.25), 


|lll2|> 2 9n_1 ^ 2(M + l) qn, 

l*ivl > 


If Ivl > \ln-u then 

l*ivl > ^7n-l, 


29n-l9n < |l/|?n < |®11 + 9n-l|®al < + 9r»-l|»2 |， 


So 


|*1*2| > T9n- 


Hence the theorem holds for n too. The theorem follows by induction. 

Theorem 4.27 There exists a constant c = c{qi,q 2 i^f) such that the congruence 


xi + q n -\X 2 = 0(mod q„) 


(4.29) 
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has no solution in the domain 


X!X 2 < cg n , (xi,x 2 ) ^ (0,0). 

Proof. Since ( 91 , 92 ) = 1, we have (q„-i,q n ) = l(n = 3,4, • • •) by (4.24). If (a ： i ， i 2 ) # 
(0,0) is a solution of (4.29), then g n |x 2 if xi = 0 and q n |xi if X 2 = 0. Hence X 1 X 2 > q„. 
If xi ^ 0 and xj ^ 0, then it follows by Theorem 4.26 that the solution of (4.29) 
satisfies X 1 X 2 ^ cq n . The theorem is proved. 

Prom Theorem 3.2, we derive 
Theorem 4.28 . The set 

一 

has discrepancy 

D(q n ) ^ c(9i,«j, AOGMln Sq n ) 2 . 

Take 仍 = 妇 =1 and = l(n = 3,4, • • • )• Then the sequence g n (n = 1,2,…) is 
the usual Fibonacci sequence F(= = 1 ， 2, … ）of dimension 2. Hence Theorem 

4.24 may be derived by Theorem 4.28 also. 


4.9 The glp set 

Theorem 4.29 There exists an integral vector a(= a(p)) such 仿 set 

({_}’".，{《})， 1 ^ k ^P (430) 

has discrepancy 

D[p) <c(»)p -1 (lnp) a - 

Theorem 4.30 Suppose that n is an integer satisfying 1 < n ^ p. Then there 
exists an integral vector a(= a(p)) such that the set 

({f}'" '{f})' 0O< " _ 

has discrepancy 

D(n) < c(s)n- x (In p) ,+l . 


To prove these theorems, we shall need 
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Lemma 4.10 Let a be an integral vector and q an integer 〉 1. If (ai,q) = 1(1 < 
i ^ s), then for any positive integer r, 


.. m )Snoa „ M" —d 一 卜 (0> ll < 


E ' 


,s2*(ln 20gr) a 


Proof. If m ⑼ is a solution of 


(a,m ⑼） = aim^ + ••• + a a m^ = 0(mod q) 

- 9 /2 < mp) <?/ 2 , 1 < t < s. 


Then 


mi = + qli, - - - ,m a = + ql a 

is also a solution of the congruence 

(a, m) s 0(mod g). 


(4-32) 


(4.33) 


On the other hand, any solution of (4.33) may be represented by (4.32). If and 
s_l integers of •• - ,m^ 0) are given, then the remaining one can be determined 
uniquely, since (ai,q) = 1(1 ^ i ^ 5 ). By Lemma 3.2, we have 


-o/ 2^«9/2 i5r ^^ 171 H 


and 




(m + Iq) 


: r 咖 

for -q/2 < m < q/2. Hence 

I 一 £— 兩 一 一 5— "嫌 (。吓 I 

im « K,r 

E (I ： ， rz^)n(t 


9 阶 ！ 9 

f i V — < -In 20?r 

7 T m 7 T 


< —In 20r 
irq 


STi 貫 (ml 0) +‘g)’ l^-r Trrf) + U) ’ 

/ f 2 、 

< « 


20qry. 


The lemma is proved. 
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Lemma 4.11 There exists an integral vector a(= a(p)) such that 

|m < |<p/2 

Proof. Let a = (1, a, … ， a 8 " 1 ), where a is an integer. Let 
•4(a)= 


Stodp, 11 謹『 

Then by lemma 4.5, 

趨 / ⑷ 4 ^>( a ) = p _1 E ’ “ ^ 

Pa=1 I 咖 /2 11 " 

< (« - l)p _1 ( 5 ^ < c(s)p _1 (ln p)*. 

|m|<p/a 

Hence there exists an integer a such that 

•/ 1 (a) < c(s)p -1 (ln p)®. 


The lemma is proved. 

The proof of Theorem 4.29. Take a satisfying Lemma 4.11. Then by Lemmas 4.10 
and 4.11, 

1 I 1 y^ c 2iri(a.m)fc/p| _ \ . 

^^Ikmlllp^ I (•, 去广 > I—II 

▽/ 1 a2 a, (ln 8p)» 

〈 fn .^ ||7rm(°)|| + tt’p 

(..m«»)sa(D>o<l p) 

|mJ 0 ) |<j./a 

< c(s)p _1 (In p) a . 


Take r = 1,1] = p -1 and h = p 2 in Theorem 3.1 for p > 6 . Then we have the result. 
The theorem is obvious for p 《 6 . 

The proof of Theorem 4.30. Let a = (l,a, ••- ,a*) be a vector such that Theorem 
4.29 holds. Then for 7 € G*, the number N n (-r) of integers k satisfying 
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is equal to the number of integers k satisfying 

ffcl n rafc -1 ra*A:i 

… ， { 丁 }<7 »， 

Hence from Theorem 4.29, 

|p -1 AT„( 7 ) - ^| 7 || < c(s)p _1 (ln p)* +1 

the theorem follows. 

The vector a in Theorem 4.29 is given by the integer a such that yl(a) is minimal. 
Now we shall give an explicit expression for A(a). 


4.9 The glp set 


From the identity 


m e 2irix — 1 v m + 1 m m(m + 1) / 

I y. j I e 2Kigx ~ e 2iri(m+l)x ■ 

I ?rm I 一 jr|e 2 *** — 1| I q + m(m + 1) I 
^ 2ir sin irx (g ^ m(m + 1)) — q7r sin nx 


The lemma is proved. 


卜 >(2 S in <$}) 卜 1 + f 卜(2 8 in ;) j 


for 1 ^ a, A; ^ p, then by Lemma 4.12, 


v=l |m<|<p /2 


Since 


^TiEiK = 2p S^ <2pln8p 

a：=i \ p / fc=i 
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then, by Lemma 3.2, 


雄 ) = P _1 乞 E 

fc=l |mi|<j >/： 

p-1 

E 


--i+p- 1 E n^i 


= P" 1 En( 1 - fln(2sin7r{^})) 

fc=l w=l r 

+ ~p —1 (ln 8p)® — 1 + p —1 (ln 8p)* 

^-Eno-IK—{^})) 

-l + a^^yp-HinSp)*. 

For a = 1,2, … ,p — 1, we may find the integer a such that yl(o) assumes a minimum 
or satisfies 

53n ( 1_ ^ln( 2 Bin 7 r|-~<p + 0((ln p)*). 

fc=l v=l 冗 P 

Hence we have the vector a = (l,a, • • • , a 8-1 ) satisfying Theorem 4.29. 

The set (4.30) is a glp set which has not only a precise discrepancy but is also 


computations to obtain the integer a. Roughly speaking, it requires 0(p^) elementary 
operations (Cf. N. M. Korobov [5.7]). 

Remark. For e > 0, take r = r(e) sufficiently large, r) = p -1 and h = [p 1+r ']. Then 
the discrepancies of the sets (4.30) and (4.31) may be replaced by 


D(p) < (- 28 + e)p -1 (ln p) 3 

D(n) < ( ( 2<> ^,+i 2，+1 + e)n _1 (lnp)* +: 


respectively for p > c(«, e). 


J. G. Van der Corput [1] first gave the best uniformly distributed set (~> V 2 (fc)^ (1 < fc ^ n). 
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J. M. Hammersley [1] and J. H. Halton [1] suggested the generalizations , ip Pl (k), - ■ 
(1 ^ k ^ n) and (fc), • • • , ^ p> (fc))(l ^ A; ^ n) respectively. Theorem 4.3 v 


proved by Halton. 

The p sets ({ 多 })，… .{^}( 1 < * ^ P 3 ) and ({$})， …，{^"}(1 ^ k ^ P) were 
proposed by N. M. Korobov [1,7] and the p set ({~})> {~} '" > { ° }(1 ^ ^ P) 


was given by Hua Loo Keny and Wang Yuan [3,7]. 

Theorems 4.8 and 4.9:Cf. E. Hlawka [4] and N. M. Kolobov [8]. 

Theorem 4.10: Cf. A. Y. Khintchine [1] and N. S. Bahvalov [1]. 

Theorem 4.11: Cf. also W. M. schmidt [1] and Wang Yuan [5]. 

The r) set of dimension 2 was proposed by N. S. Bahvalov [1] and Hua Loo Keng and 
Wang Yuan [1,2] independently. (Cf. also S. Haber and C. F. Osgood [1], S. K. Zeremba 
[1]). Concerning Theorem 4.24, S. K. Zarembs [1] proved a more precise result D{F n )= 
C^lnFn). 

The St, set and rj set of dimension〉2 were given by Hua Loo Keng and Wang Yuan 

[1,4,5,6,71. 


Theorem 4.29: Cf. N. M. Korobov [7] and E. Hlawka [4]. 

The glp set ({^~})>''' > < fc < p) was first introduced by N. M. Korobov 

[2] and E. Hlawka [3]. Later, Korobov [4] pointed out that the glp set may take the form 

({~})' {~} > {~ - —1(1 < fc ^ p). H. Niederreiter [3,4] proved that the prime number 

pin P Theo rem 4.29 may replaced by the composite integer m and that for any prime p, there 
exists a primitive root g mod p such that the set ({^}, {^} … ’ {(1 ^ ^ ^ P) 
has discrepancy D(p) = 0(p _1 (ln p)*ln In p). 
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Uniform Distribution and Numerical 
Integration 


5.1 The function of bounded variation 


Let 




0 = xo < *1 < • • • < *< = 1, 

0 = yo< !/!<•••< i/m = 1 


be any division of G%. Let f(x, j/) be a function defined on G 2 and 


^iof(xi,y) = f(x i+u y) - f(xi,y), 
Aqi f(x,yj) = f{x,y j+ i)~ /(x,y 4 ), 
= f(xi,yj)~ f(x i+1 ,yj) 
- /(*<.Vj+i) + f(.Xi+i,yj+i). 

If the variation 




i=0 j=0 


i=0 


j=0 


has an upper bound which is independent of the choice of (a), then / is called a 
function of bounded variation in the sense of Harday and Krause. The least upper 
bound of V a is called the total variation of / and is denoted by V{f). The class of 
these functions is denoted by B 3 . Similarly, we may define S,(s > 2). 

If 

1. fix', y) — f{x,y) has the same sign or equals zero, 

2. f{x, j/) — f(x, y) has the same sign or equals zero and 

3. f(x, y) — /(a/, y) — + f{x', has the same sign or equals zero for any 

given x, satisfying 0 < x < < 1 and 0 < j/ < y 7 < 1, then / is called a 



generalized monotonic function and the class of these functions is denoted by Ma- 
Similarly, we may define M a (s > 2). 

If / € M 2 , then 

1—1 m —1 £—1 m —1 

Kr = I W △ll/(»i ， V»_)| + I V 厶 lo/Qc‘ ， l)| + I 53 ^Ol/(l, J/j)| 

i=0 j=0 «=0 j =0 

=1/(0,0) - /(0,1) - /(l, 0) + /(l, 1)1 + 1/(1,1) 

-/( 0 , 1)1 + 1 /( 1 , 1 )-/( 1 , 0 )|. 

Hence / G B2 and so M2 C B^. Similarly, we may prove that M t C B t (s > 2). 
Theorem 5.1 Every function of B a can be represented as a difference of two func¬ 
tions of M t . 

Proof. We prove the theorem only for the case 8 = 2, since the proof is similar for 
a > 2. 

For any division (<r) of G 2 , consider a part of V v 


»=i j=o 


Change the notations xo,y 0 to x,y respectively, We use P(x, y) and N(x,y) to 
denote the sums of those terms in above formula satisfying Anf(xi,yj) ^ 0 and 
△u/(®i ， 2/i) < 0 respectively. Then 


J-l m-l 

P(x,y)~ N{x,y) = E 厶 u/(:i ， l/j) 

»=o j=0 

=/(i, i) - /(*, i) - /(i,») + /(*, y), 

Hx,y) = P(x,y)~ N(x,y) + f(x,l) + f{l,y)-f{l,l). (5.1) 

Since the functions P(x, y) and N(x, y) satisfy 

A 10 P ^ 0, A01P ^ 0, A U P > 0, ( 

AioiV < 0 Aoi^V < 0, AuiST ^ 0, ^ ； 


the functions P and iV axe all generalized monotonic functions. 

Since /(x, 1) and /(l,y) are functions of bounded variation of a single variable, 
they are differences of two monotonic functions, i.e” 


/(i,y) 


=P!(x,l) - Nl(x,l), 
--P 2 (i,y)-N 2 (i,y) t 


(5.3) 




where P\,N\,P 2 ,N^ are monotonic decreasing functions which may be defined as 
before. 

Substituting (5.3) into (5.1), we have 

f = F-G, 

where 

F = -{N + N 1 + N 3 )-f(l,l), G = -(P + Pi + P 2 )- 
FVom (5.2) and (5.3), we have 

△10F 多 0 ， AoiP > 0, AuF ^ 0, 

△ioG 多 0 ， AoiG ^ 0, AjiG ^ 0, 

i.e., F and G are generalized monotonic functions. The theorem is proved. 

If there exists a positive constant L such that 
1- |/(® , ,l)-/(x,l)|<i(® , -a;), 

2. l/(i,yO-/(i,y)l< W-v), 

and 

3.1/(* ， V) - /«»)_/(* ， 〆)+ / W)l < 1(? - x)(j/ - y) 
hold for any given x, y,x , ( y , satisfying 0 ^ * < x 7 < 1 and 0 彡 y < y’ < 1， then / 
is said to be a function satisfying the generalized Lipschitz condition and the class of 
these functions is denoted by L 2 . Similarly, we may define L 3 (a > 2). 

If f e L^, then 

l—l m—1 1 m—1 

V -=|EE △u/(* < ，％) +1+1E w(i ， tfi)| 

»=0 i=0 <=0 j=0 

l-l m-1 (-1 

< 5^( 灼 +1 _ X i)(Vj+ 1 — Vi)+ l Y1^ x *+ i ~ 

i=0 j=0 i=0 

+L ^2 (yj+1 - yj) = ZL 

i=o 

and ao f € B 2 and Li C Bi. Similarly, we may prove L, C B,(a > 2). 

Similar to Theorem 5.1, we have 

Theorem 5.2 Any function of L a may be represented as a difference of two gen¬ 
eralized monotonic functions which satisfy the generalized Lipschitz condition. 
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If /(x) satisfies 


I/I < L, 


I I 


^L(l^i<j^ s), 


then f E L, evidently. 


(5-4) 


5.2 Uniform distribution and numerical integration 


Theorem 5.3 Let P„(fc)(l < fe < n) be a set with discrepancy D(n). If f e B a , 
then 

\ f 。 /W*c- ^ E/(Pn(*)) 卜 V(f)D(n). (5.5) 

Proof. We will prove the theorem only for the case s = 2, since the proof is similar 
for s > 2. 

Since / e B 2 , it follows by Theorem 5.1 that / can be represented as 
f = F-G, 

F=-(N + Ni + N a )-/(1,1), 

G=-(P + Pi+P a ), 


where 

△ 10 P 彡 0, AoiF 多 0, An/ 1 ^ 0, A 10 G > 0, A 01 G ^ 0, AnG ^ 0, 

A10P2 — AioiV^ = A01P1 = A01M = 0 , 

AnPi = AnA^i = AuPa = = 0, (5.6) 

P(x,l) = N(x,l) = P(l,y) = JV(l,y) = 0, 

Pi(l,l) = 凡 (1 ， 1) = ft(l ， 1)= 爪 (1 ， 1) = 0. 


The number of points P„(k)(l ^ fc < n) which fall in the rectangle 


(5-7) 


is equal to 


Nn (^'q)~ - Mi 9) 

It follows from (5.6) that F(x,y) < for {x,y) belonging to (5.7). Hence 
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- C , 宁) W 宁.宁 ) WH ) 
:趨 凡⑽喷 -㈣ 
" O (宁，宁 )） 

吨⑽㈠)-小宁 )） 

+ 尸 (i ， i). 


^n(x, y) = xyn + ^D(n)n, 

where we use V* to denote a number with absolute value < 1, then 

s >*EE(p + ^ D w) ( F (H) - F d) 

-咚宁) 4宁，宁 )） 

+ g ( 卜 D(n)) (F(i,l)-F(l±i,l)) 

+ g(i +w „)) (F(i,i)-F(x,i±i)) + F(1,D 

4 誌 0( ， 剛 . 

Let q —* oo. Then 

Si ^ J J F(xi,x 2 )dxidx2 + V(F)D(n). 



Similarly, we may prove 


Similarly, 


Si> j: j: F(xi,x 2 )dxidx 2 - V(F)D(n). 

Si = J j F(xi,x 2 )dx 1 dx2 + ipV(F)D(n). 

5 2=~EG(x ( 1 n) (A ： ) ) x^ ) (fc)) 

= J J G(xi,xa)dxidxi + 0V(G)D(n). 

For any given division (a), it follows from (5.6) that 


EE l A ii/(*i.V*)l = P{0,0)-P(0,1)- P(1,0) 

i=0 j=0 

+P(1,1) + JV(0,0)- JV(0,1) - /V(1,0) + N(l,l) 

=EE \^nP( Xi , yj )\ + 

<=0 j=0 <=0 j=0 


Similarly 


5Z l^xo/(*i,l)l = E \^ioF(xi,l)\ + Yl \^ioG(x it l)\ 

i=0 i=0 t=0 

E l^nf(^Vj)l=E 1^(1,%)!+ E I a oiG(1,j/>)|. 


(5-8) 


(5.9) 


V(/) = V(F) + V(G) 


and so from (5.8) and (5.9), 

I 乂 1 乂 1 f(x 1 ,x a )dx 1 dx 2 -玲 W ) 卜 V(/)D(n). 

The theorem is proved. 

Theorem 5.4 If (5.5) holds for all f e B b , then P n {k)(l ^ k ^ n) is a set with 
discrepancy D(n). 
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Proof. Let /(x) be the characteristic function of the domain 

( 深） 0 < ®i - - ,0 ^ x, <7*. 7 ^ G„ 


i.e .， 

，⑻七 

if xe 度， 
if xS 深 . 

Then V(f) < 1, 

[ /(x)dx = j 

f /(x)dx = |7l 


Jg. j 

9t 

and 






Hence it follows from (5.5) that 

|^n(7)-|7l|^ W- 

The theorem is proved. 

If the inequality 

H h=i i.=i 

holds for any given integer q ^ 1, then the set of points fn(A:)(l < fc < n) is called a 
set with average discrepancy D m (n). 

Theorem 5.5 If f € L„ then 

\f /(x)dx -if ； /( ⑽ ))| < 如 •⑻. 

允 . fc=i 

Proof. We still suppose that 8 = 2. Since 

l/C^.y)-/(*.»)! ^ 1/(^. + 

+|/(x / ,l)-/(x,l))<2L|x , -x| 

and 

1/(* ， I/O - /(* ， y)K 2L\y' -y\, 
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therefore / is uniformly continuous on G2 - Hence for any e > 0, 


=龜(0 松） 

宁 )4(¥， 宁 ))(4 i ) +s ), 

if q is sufficiently large, where |J| < e/2. Let S2 be that part of Si which contains 
those terms not involving S. Since 


~ Nn (y^) +Nn ( l ir' L T')) = 11 


|Si - 5 a | < e/2. (5.10) 

By partial summation, 

0( 宁’宁 )） 

小 4) -小宁 )） 

+ /(i,i). 
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Then 


二(宁 4)-4 宁) "(宁.宁 )1 

< LD m (n) 


\J Q J o f(xi,x 2 )dxidx2 - Sj| < I ， 

if 9 is sufficiently large. Hence from (5.10), (5.11) and (5.12), 

I 乂乂 f(xi,x 2 )dxidx2 - 5i| < |5i - S 2 | + |5 2 - S 3 | 
+ \ Ss ~ J 0 J Q /(*i»®2).<fairf*a| < LD m (n)+e. 


(5.11) 


(5.12) 


Since e is arbitrary, the theorem follows. 

It follows from these theorems that we may use the arithmetic mean of the values 
of the function /(x) over a set P n (k)(l ^ fc < n) 


E ， ( P n(*)) 


to approximate the definite integral 

f /(x)dx. 

Jg. 

The difference between them is closely related to the discrepancy of P n (fc)(l ^ k ^ n), 
if /(x) satisfies certain conditions. Hence the problem for finding the best quadra¬ 
ture formula is equivalent to the problem for finding the best uniformly distributed 
sequence of sets. Prom the view point of numerical analysis, we demand not only 
the discrepancy of P n (*)(l ^ A: < n) should the low but also the P„(A) should be 
convenient for computation. 
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5.3 The lower estimation for the error term of quadrature for¬ 
mula 

It follows from Theorems 5.3 and 3.6 that for any given set P n (fc)(l < /fc < ra), the 
estimate 

\j c /(x)dx-if^/(P n (fc))| 

< V(f)2~ 2a ~ 4 (8 - lJ-^n-Hloga n) 宁， 
cannot hold for all / E B a . 

In this section, we shall prove a more precise result for the lower estimation of the 
error term of quadrature formula. 

Define 

s(x) = f[((x k - a k )(a k +S- x fc )) ,+A , 

k=l 

where 

a* < a：* < ojt + S, 1 < fc < s (5.13) 

and where 9 is an integer, 0 ^ A < 1 and 5 > 0. Outside (5.13), we define 

5 (x) = 0. 

Evidently, the function has the following properties: 

1) ^(x) has 9-th continuous derivatives everywhere, 

2) for 1 < A; < 8, ij > 0 (1 < j < s) and ii + • • • + 1 » = g, the limit 

lim 1 - ,2/fc, ••- ,x„) d^g(xi,- - - ,a:,) I 

v *—\yk - x*r| A * dx\ - - - dy % k k - - - dx^ dx 1 ^ - - - j ■… dx\ m I 

exists and does not exceed c(q, A, s) and 

3) J … j g(x)dx 

= J-(2-D(«+A) fl r + \(x k - a k ){a k + S- x k ))0 +x dx k 

k=i Ja ^ 

= <y+9 +A ( y* [t(i - t)]« +A df) a 
= c(q,X, s)S s+ ^ +x . 
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Let no = [(2n)"’] + 1(> (2n) 1 /®). Divide G a into ng(> 2n) equal parallelepipeds 
like (5.13). If the right hand side of (5.13) is 1, the symbol < should be replaced 
by <. For any given n points P„(A:)(A = 1, - ,n) of G a , there exists at least n 
parallelepipeds not containing these points and then they are denoted by 


Qi. • • - ,Qn- 

We use R to denote the complement of Qi with respect to G a . Let 

i=l 


/(x) 


C' 1)(,+A) #)(# + V - 叫 ) r\ ifxeQ fc , 

t=l 

0, if x G R. 


Since P n (k)£ Q t for any fc(l < fc < n), hence 

i=l 

f( p n(k)) = 0, 1 < A: < n. (5.14) 

Clearly, we have 

/ /(x)dx > c(q,X,s)n- n ^(* +9+A) 彡 c(g ， A, s)rT 中 (5.15) 

Jg, 

by 3). Hence we have 

Theorem 5.6 For any given n points P n (fc)(l ^ fc < n) of G a , there exists a 
function /(x) which has the properties 1) and 2) such that (5.14) and (5.15) hold. 

Theorem 5.6 means that for any given set of points •P„(ife)(l < A: < n) and a set 
of real numbers 办 (1 彡 A 彡 n), the difference between the sum 


fc=l 


and the integral 


J c /(x)dx 


cannot be expected to the less than c(g, A,s)n -1 ^. Especially, if / satisfies (5.4), 
then the error term of quadrature formula cannot be expected to be better than 


5.4 The quadrature formulas 
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5.4 The quadrature formulas 

Suppose in this section that / G B a . Denote 

1 (f) = f /(x)dx. 

Ja. 

Then by the results of Chapter 4 and Theorem 5.3, we have the following quadrature 
formulas: 


N- 氐斧 Ul 

(i=0 t«=0 

<K(/)2»n-i, n = m>, 

I 7 ⑺-士 E 八咖 (*)，.-.，〜(*))| 

|^(/) - 士 兰，％ (*)， … • v , p — i ( fc ))| 

傳 )( g p ^ K ' 

I 仙 - 适 |/( 0 { 苦 },...，{^})1 

彡 V(/)c(s)n-*(ln n)*，n = p a . 

卜 )- 适，❹拦 }...,{㈣ 

< V(f)c(s)n~i(ln n)*, n = p 2 . 

呻-洁 /( 设.0.，任})| 

<y(/)p-i(lnp)V 

< V(/)c(a,e)n _1+e . 

< VU)c{p,e)n-^. 


(Cf. §4.1) 


(Cf. §4.2) 


(Cf. §4.2) 


(Cf. §4.3) 


(Cf. §4.3) 


(Cf. §4.3) 


(Cf. §4.5) 


(Cf. §4.5) 
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|，(/>-适/(信},...,佟})| 

彡 V(/)c(«„£)n-»-5ctiT +e , 

»= n = ni, Ci=cii 

(i = l ， 2, …， t = 1, ••• ,s). 

< V(f)c(a. +1 ,e)q- 1+e , 
8=^y^-1, g = [ni + i], 

< ^(/W^n , F n = F a<n . 

< V(/)cF->(ln F n ) 2 , F n = F 2in . 

< V(f)c(r,, e)q~ l+e , F n = F. +1 , n , 

9 = [ F i + 3rAiS + 33*T] > 

呻-运川钭…作 })l 

^n/Jc^p-Hlnp)-. 

H - 达/({亨}. ...，{亨})| 

^ V (/)c(s)n -1 (ln p)* +1 , 1 ^ n ^ p. 


(Cf. §4.6) 


(Cf. §4.6) 


(Cf. §4.7) 


(Cf. §4.7) 


(Cf. §4.7) 


(Cf. §4.9) 


(Cf. §4.9) 


Notes 

The definition for a function of bounded variation was given by M. Krause [1] and G. H. 
Hardy [1] (Cf. also C. R. Adams, and J. A. Clarkson [1,2] and S. K. Zaremba [2]). 

Theorem 5.3 was proved by J. F. Koksma [1] for s = 1 and generalized to s > 1 by E. 
Hlawka [1] (Cf. also E. M. Sobol [1] for the class of functions L»). 

Theorem 5.6: Cf. N. S. Bahvalov [1], 
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Periodic Functions 


6.1 The classes of functions 


The G a may be regarded as tori. The 1-dimensional torus Gi may be obtained by 
identifying two end-points of the unit interval 0 < xi < 1 and C?2 by identifying 2 
opposite sides of the unit square 0 ^ xi ^ 1, 0 ^ X2 < 1. In general, G, is obtained 
by identifying the 2s opposite surfaces of the s-dimensional unit cube, i.e” the points 

and 

(*1 ， … ,x a ) 

are identified, where 1 < v < s. 

Hereafter, we shall use G, to denote the s-dimensional torus, if not otherwise 
specified. 

If a single-valued function f(xi, - - - ,x a ) is a periodic function of s variables each 
with period 1, i.e., 

/(*!>••• ,ar w + l, ••- ,x,) = - ， x„ ， … ,x,), 1 < t» < a, 

then we have a single-valued function over G». A simple example is e 2 " ■和 
where mi, ■ • ■ ,m a are integers. 

Let f(xi, • •- ,x a ) be a single-valued function of G a . Let a = p + /3, where p is a 
non-negative integer and 0 < ^ ^ 1. Put 

Sh,kf = (2t) _1 (/(«i ,■■■ ,x k + h, ■■- ,x,) 

- - - ,x k -h, - - ,x„)). 

Suppose that the derivatives 
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exist and are the periodic functions of s variables each with period 1. Let 

11/011 = IK 如 、 I I 

Let Hf{C) denote the class of functions /(x) of G ，，such that 

wrw^c. 


where as usual, C denotes the absolute constant and the lower derivatives of /(x) are 
also bounded by C. Let 


I 0, otherwise, 
fi(x) = /i(2 1 ~ t x) 


for any given positive integer t and 

oo 

Mo(a：) = l-5^/*t(*)- 

t=i 


(6.1) 


Then 

〆*) + /z(|) = (cos(|log 2 |；E|)) 2 + (sin(|log 2 |i|)) 2 = 1 
for 1 < |x[ ^ 2 and so 

= 1 

t=i 


Hq(x) = 0 


for|z| ^ 1. 

Suppose that /(x) has the Fourier expansion 
/(x ) 〜 

where m runs over all the integral vectors. If the series 
J3C7(m)A(m)e 2 ** (n *， x) 

converges everywhere, then its sum is denoted by /(x)0-^( m ) - For aay given non¬ 
negative integral vector t = (ti, ••- , t a )(i.e.,U < 0,1 < i < «), Let 



to = ti + • •• + t, 

and 

V^t(x) = /(x)Qn tH k (rn k ) = [(?««—) ， 

fc=i 

where 

C t (m) = Cim)^ (m a ). 

Let Qg(C) denote the class of continuous function /(x) of G a satisfying 

|| 灼 || = sup | 外 | 彡 C2~ ato . 
xtG. 

Let Ef(C) denote the set of functions /(x) of G, such that 
,(x) 〜 X ； C(m) e 加—气 


|C(m)l ^ |hf- 

6.2 Several lemmas 

Lemma 6.1 Let 

A 2 A(n) = A(n + 1) — 2 入 (n) + A(n — 1 、 

and 

尺入 ⑷ = 5 >( n ) e 2 气 

If A(n) = 0 for |n| < M, where M is a positive integer, then 
A 2 A(n) = 0, 
nAaA(n) = 0 

and 

邮)一 E △肩备 


(6-2) 


(6.3) 

(6-4) 

(6.5) 


Proof. (6.3) and (6.4) immediately follow from (6.2). Now we proceed to prove (6.5): 

w , e 2ninx ^ , 2ninx (e 2irix - 2 + e~ 2ltix ) 

△2 A ( n ) 4 ( 8inwx )2 = _ H A ( n ) e 4(sin7ri)2 


-5Z A ( n ) e： 


iTtg ( e ^- e -»»)2 
4(sin7rx) 2 


Kx(x). 
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The lemma is proved. 


Il/Wlli = / l/W|rfx- 


Lemma 6.2 Under the assumption of Lemma 6.1, we have 
ll^(x)|| 1 <^^|A 2 A(n)|. 


ll^(x)|| 1 =/ 1 +/ 2 , 


\K x (x)\dx, I 2 = / \K x (x)\dx, 


in which e = . ■ Since sin ttx > 2a: for 0 < a: < therefore 


Oh 


h < ^ l AaA ( n )l 


.-⑽ 严二二:广 ) 


by Lemma 6.1 and 


for -1 < a < 1, therefore 


le*® — 1 — ia| < a 2 


\vamx) z J_. \sm7rx/ 


for |n| < M. Hence 


h < l^aA(n)|. 


The lemma follows from (6.6), (6.7) and (6.8). 

Lemma 6.3 Suppose that f{x) has the Fourier expansion 

/(x)~ 53(7(m)e 2 咖 ， x ). 



||/(x)OA(m)|| < I] 11 仏 (*)111 ， 


A(m)= 入 i(mi) "■ A s (m«). 


Proof. Since 


f 1， if n 

\ 0, if n 


0, 

n 笋 0 ， 


/ ㈨ O A(m) = C , (m)A(m)e a,ri(,n - x) 

=f n KxS^v - 2r)/(z)«iai 

** G » v=l 




(6-9) 


ii/wo 咖川 彡 ' n "〜⑻"，. 


The lemma is proved, 
lemma 6.4 

d(M) = J (l/*l + 2|/i ， |)dx + V{ji')<c, 

where cisa positive constant and V(J) denotes the total variation ofJ{x) in the interval 
(-00,00). 

w - ， owH! 响 0, 


//(X)= 


if I 《 “ 2 ， 

0 , otherwise, 

^'[x) is therefore a product of the functions of bounded variation and so fi'{x) is a 
function of bounded variation too. The lemma is proved. 

Lemma 6.5 Let 

g{rj；) = max (| 矽 | ， | 岭 ’| ， | 矽 〃|). 


Then 
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Proof. Since 

如 ( 咖 2 1 ->(n2 1 _ t ))| 

I r 2l ~ l 

= \J o ((V-/i) ， (n2 1 - t + z)- ⑽ '((n - 1)2 卜 * + z))dz\ 

< 2l_t 0 恭 _• l(V'/i) ， (n2 1 - t + z)~ (#)'((«- Ip 1 -* + z)| 
and /x(n2 1-1 )=0 for |n| > 2 4 , therefore by Lemma 6.2, 

ll^(n 2 i-«)/.(r> 2 »-*)(*)||i ^ 冗 2* _1 ^ |A 2 (V»(n2 1-t )/i(n2 1-t ))| 

《 5Z 0< ^. t KV , M) / (n2 1 - t + z)~ (#)'((»- l# 1 -* + 2 )| 

< 2;rV (( 财 )• 

Since 

( 杯 )’(V、- (#)’(*) = / ( 杯 y'dz 

= f ( 如 "+ 2 妒 V + W)dz, 

so 

VX(V^)0 《 9Wd(n) 

by Lemma 6.4. The lemma follows by substituting (6.11) into (6.10). 

6.3 The relations between i/®(C), Qf(C) and E^(C) 

Theorem 6.1 Hf(C) C Q?(C- c(a) J ). 

Proof. Let 

W,t»( n ) = Mt* (n)((2jrtn) 1 sin2jrn/i fc ) _1 

and 

= ^W,/,,(n)e 2,r<ni , 
where hk = g2 -t *. Let / € H°(C) and 

/(x) ~ EC7(m)e 2 咖 ■*)• 

Since 

(fl 〜*々)/= S C ( m ) e27ri(m ’ X) ]l(2*) -1 (e 2,r<mt，，t - e- 2w<m * h ” 

fc=i »：=i 

= /O PJ sin27rmjfc/i*, 
fc=i 


( 6 . 10 ) 


( 6 . 11 ) 
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we have 

ft=io n =(n ^*.fc)/on 陶 “ 叫 ) 

fc=l fc=l fc=l 

=/ n -^ fc)((n s ^j)f( z )) dz 

Ja - fc=i J=1 

by (6.9). Since 

吸 ㈤ =K 0 , tk (x), 

hence by partial integration p times with respect to every variable Zk, we have 

•pt= f (n K t >^(* fc ~**))((n^ j)/(*)) ( p p)<iz 

G */ =1 (p . / =1 (6.12) 

=((nw)/)( p) onw%). 

fc=i ^=i 

Since / 6 Hf{C), therefore 

IK(n 〜 ,*)/ 广 ’ _’ p> || 矣 c n 心 cb-^2-^. ( 6 . 13 ) 

fc=l fc=l 

Put 

V>(x) = ((2irix2 tk -1 )^8111(2^12** ~ 1 hk))~ 1 . 

Since 

|8in(27rx2 tfc-1 /ifc)| > sinj^ 

for 泛 < |a:| < 2, therefore 

9W = .max (|V'l.|t/ , ， l.|V» 〃 I) < c(a)2~ pth 

i<l*K2 

and so 

H ⑻ 1“ < c(a)2-^» (6.14) 

by Lemma 6.5. Hence it follows by (6.12), (6.13), (6.14) and Lemma 6.3 that 

"灼 ik ||((ri ii " w 咖 

fc=i i=i 

< Cc(a)*2 -所 0 _〆 0 = Cc(a)*2- ato 


and so / € Q°(Cc{a) a ). The theorem is proved. 
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Theorem 6.2 

Q?(C) c £?(C2 S ). 

Proof Suppose that / G Qf(C) and 

Vt = fQYI /H h (m k ) = 53 C t (m)e 2wi ( m ， x ). 
k=l 

Since 

C t (m)= / 料 (rc)e- 2 叫 m ， x >dx, 

Jg. 

hence 

|Ct(m)| < f |v>t(x)|dx ^ ll^ll < C2~ at0 . 

JG. 

Since C t (m)=0 for |m fc | > 2**, therefore 

|C t (m)| < C\\xn\\- a . (6.15) 

From (6.1), 

C(m) = C(m) 2^ /a Ami) f C^m )， (6.16) 

ti=0 t.=o 

where ^ denotes a sum of which t runs over all non-negative integral vectors. For 
any given m, there are at most 2* non-negative integral vectors t such that 

2- 1 < I2 1 - “m fc | < 2 ， k = l,---,s, 

i.e.; |Ct(m)| ^ 0. Hence 

|C(m)|<C2 s ||m||-° 

by (6.15) and (6.16) and so / G Ef(C2 a ). The theorem is proved. 

Theorem 6.3 Suppose that f € Q°{C). Then 

/W = Vt(x). 

Proof. Since / € Q°(C), therefore 


lb.ll = S I^WKC2— 


E"ll 外 II < 2_Qt0 = C'fE 2-01 )^ Co(a) a . 

\ t=o 

Hence the series 

5Z ^t(x) 

is uniformly convergent on G» and so it represents a continuous function on G a and 
it is denoted by /o(x). For any given integral vector n, 

[ (/(x)-/ 0 (x))e_ 2 咖 - X >dx 

Jg. 

= (C7(rn)-5^ 〃 C t (m))e 2ir< ( m-n ， x )dx 

= C(n)-^ ，， C t (n) 

=C( n )(l ~Y1 抖 • ( n l) • • 九 ( n «)) = °- 

Hence /(x) and /o(x) are equal almost everwhere on G a . Since they are both contin¬ 
uous functions on G», we have /(x) = /(xo). The theorem is proved. 

6.4 Periodic functions 


In these next two sections, we shall introduce methods of reducing the integral of a 
certain class of functions to the integral of a class of periodic functions. 

Letx„(®) = (®i, ••- - ,x a ). Let /(x) be a function on s-dimensional 

unit cube G a . Let a > 0 and a = p + /3, where p is & non-negative integer and 
0 < ,0 ^ 1. Define 

(Th,kf = /(x fc (a：fc + h)) - /(x) 

for x € G a and x*(a：fc + h) € G s . Suppose that the derivatives 
沪 + … +T, 

_____ = fru-.r. t 0 ^T U -- ,T.^p 

exist. Let 

ii/ a n= fuj) |((nihfcr /3 ^*,fc)/) <p, ,p) \ 

at+nea, k=l 

and D°(C) be the class of functions of G a such that 


ll/ 0 ll<C 
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and the lower derivatives of / are also bounded by C. For any / 6 Df(C), if there 
exists ip(x) € Df(Cc(a) s ) such that 

^(^(l)) = v(Xv(0 ))， v = l, •■- ,s (6.17) 


and 

J g /(x)dx = <p(x)dx, (6.18). 

the v>(x) is called a simple periodic function of /(x). 

ftom the definition of H°{C), we derive immediately 
Theorem 6.4 Suppose that a 《 1 . If tp € Df(C") is a simple periodic function of 
f, then •• - , {**})€ H^(C). 

We know from Theorem 6.4 that if q ^ 1, then the quadrature formula of the 
functions of D° (C) may be deduced from the quadrature formula of the functions of 
Now we shall introduce several methods for constructing the simple periodic 
functions. 


= ^(/(*) + /(* i(l - *1)))， 
外 (x) = 2^1 ( x ) + V>i(xa(l - *a))), 


(6.19) 


<P»( X ) = ^(v».-i(x) + y> a _i(x,(l - i.))) 

and 

<p(x) = <Ps(x). 

Then / 6 D®(C) obviously implies that ifi E Df(C). FYom (6.19), 

«(x.(l)) = *..(x,(0»- ㈣)) 广 。 >) . 

Hence by the substitution 1 — xj = yi, we have 


V5i(x)dx. 


It is easily verified by induction that ip satisfies (6.17) and (6.18). Hence p is a simple 
periodic function of /. 




2. Let 


灼 ㈨ =f(x) + (x 1 - ^)(/( Xl ⑼） - /( Xl (l))), 

仍 ㈨ =V»i(x)+(x 2 - |)(Vi(x 2 ⑼〉 — 奶 ㈤ ⑴))， 

外 (x) =¥»«-i(x) + (x, - ^)( V -i(x, ⑼）- ¥>4 _ 1 (x,(1 ))) 
and 


<P(x) = <p,(x). 

Then / e Df{C) implies that tp € DJ(c3*) and from (6.20), we have 
奶 ㈨ ⑴） = V i(xi(0)) = Zl x i ⑴)； /( x “ 0 )) 
and 

J o f(x、dx = b v»!(x)dx. 

It is easily verified by induction that p satisfies (6.17) and (6.18). Hence is a simple 
periodic function of /. 

3. Suppose that ip(x) € Z)f +1 (c(a)) and iJj(x) is a non-decreasing function in [0,1] 
such that 


矽⑼ = 0，矽 (1) = 1，必’⑼ = 必’⑴ = 0. (6.21) 

Then it follows from (6.21) that if / e Df(C), then 


咖 ) =/ ( 矽 (*1) ， … ， ^(x a ))r//(xi) ■■- 

satisfies (6.17) and (6.18) and y>(x) e Df(C c (a)’). Hence is a simple periodic 
function of/. For example, take rfi(x)= ― 专 ) .Then^(i) = ^sinTri. Obviously 
ip(x) satisfies (6.21) and 

办 )=( i ) .♦宁 r ,..., K ?) 2 卜 .. •• 8in7r:r * 

is a simple periodic function of / and tp e D°(C(27r)( a+1 )*). 


6.5 Continuation 


^■^(^(x)) 一 ay(x) 

dai dx [. 


Introduce the notation 
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For any / e Df(C), if there exists ip(x) e DJ(Cc(a)*) such that 

和 ㈨ ⑴）和(〜(0)) 


加 i . 


dx[ 


= 0,1,- - ,p;v = 1, • 


/ /(x)dx= / <fi(x)dx, 

Ja. Ja. 

then ^(x) is called a complete periodic function of /(x). 

FYom (6.22), 

V»(M1))(U> = 咖⑼ )“ 1 ， … ， 1 .) ， ,l.^p 


( 6 . 22 ) 

(6.23) 


and so by the definitions of Hf(C) and D°(C), we derive: 

Theorem 6.5 // ^ € Df(C) and <p is a complete periodic function of f, then 

Hence the quadrature formula for the class of functions D°{C) can be deduced 
from the quadrature formula for the class of functions H°(C). Now we shall introduce 
two methods of constructing the complete periodic functions. 

1. Suppose that ip(x) € £>f +1 (C) and rp(x) is a non-decreasing function in [0,1] 
such that 


矽 (0) = 0, 妒⑴ =1») = W” = 0，i = 1，…， p +1. (6.24) 

Then if / G Df(C), the function 

= /W*i) ， … ，矽 (**))0’(*i) … 

satisfies (6.22) and (6.23) and ip e Df (Cc(a)*). Hence ^ is a complete periodic 
function of /. For example, let n be an integer 彡 2 and 

if> n (x) = (2n- 1)C^ ( _T 1) J\t^ - t)) n ~ l dt. 

Then Vn(0) = 0 and 

f 1 t n-1 (l _ t) n ~ l dt = 〆 t"(l - t) n ~ 2 dt = … 

Jo n Jo 

_ (n-l)(n-2 )--l / 11 2n _ 2 
_ n(n + l) - (2n-2)y 0 
1 



by integration by parts. Hence 


么⑴ =(2« - lJC^T 1 ^ 1 * n_1 (l - t) n ~ l dt = 


此 ㈤ =(2n - -工广 


4 0 ⑼ = 处 )⑴= 0， i = 

Hence t/)p+ 2 (x) satisfies (6.24) and so if / € Df^(C) , then the function 
¥>(x) = /(Vv+ 2 (®i) ， … ， ^2(3 ： «))^2(*1) ••- ^+ 2 (®*) 
is a complete periodic function of / and <fi 6 Df(Cc(a) B ). In particular, we have 
^a(x) = 6 f «(1 - t)dt = 3x 2 - 2x 3 

Jo 

and x 

V> 3 (i) = 30 J t 2 (l - tfdt = 10i 3 - 15i 4 + 6x 5 . 

2. The rational numbers B„(n = 0 ， 1,...) and the polynomials 5„(x)(n : 
0,1, •••) defined by the recurrence relations 

n—1 


Bo = l, = n>2 


(6.25) 


B 0 (x) = 1, 


(6.26) 


are called the Bernoulli numbers and the Bernoulli polynomials respectively. For 
example, 

CgB 0 + C?Bi = 0, Bi = 

C§B 0 + CfB! 4 - C|B 2 = 0, B^=\ 


B\{x) = C^Bqx + C\B\ =x — 

B 2 (x) = CgBoX 2 + C?5iz + C?B 2 = x 2 -x + ^. 



312 


Chapter 6 Periodic Functions 


Lemma 6.6 Bernoulli polynomials satisfy 


( 1, if n = 1 
氏⑴-⑽ if … 

B' n (x) = nB n -i(x), 1 


and 


B n (x)dx = 0， n ^ 1. 


Proof. Since 

B 0 (x) = 1, Bi{x) =x-^, 

therefore (6.27) holds for n = 0,1. Suppose that n ^ 2. Then 


Bn(l) = f2 °k Bk = + £ = B n = 氏⑼ 

fc =0 fc =0 


(6.27) 

(6.28) 


by (6.25) and (6.26). (6.28) may be derived immediately by the differentiation of 
(6.26) 

n—X 

fc=o 
n—1 

= nY / C^- 1 B k x n - k - 1 = nB n _,(i), n 彡 1. 
fc=o 

From (6.25) and (6.26), we have 


0 fc=0 

=士亡°? +1 执= 0， n^l 


The lemma is proved. 
Lemma 6.7 Let 


Pn{ - x) = ^TTj! Bn+l(z) ' 


Then 





Proof. The lemma follow for l > n+1, since B n {x) is a polynomial of degree n. Now 
suppose that i < n +1. Then it follows from Lemma 6.6 that 




B' n+i {x) = B n (x) 
(n + 1)! — -JiF* 


and 

The lemma is proved. 

Lemma 6.8 Suppose that F(x) € D^(C) and the function #(x) is defined by 


Hx)= F{x) + Y j 丈 ; (-1)”P„ ⑻ 〆">(”). 


(6.29) 


#^(1) = <P (,) (0), 

Proof. Differentiating (6.29), we have 


= 0,1, - - ,p. 


^ l) (x)= 〆*>(*) + ⑻ _)(”)• 

n=0 t)=0 


Hence by Lemma 6.7 

步⑴ （1)- 步⑴⑼ =^)(1)- F ⑴⑼ 


+E D - 1 )” (埒)⑴-杜〉⑼)， n) (”） 

71=0 T)=0 

1 

= iT(0(i)_ FW(0) + 5^(-l)”_P w (r;) = 0. 


The lemma follows. 
Let 


¥>o(x) = /(x) 

a( x )= 灼 _“x)+ 亡 ， ( 恥 )) ■ 


(6.30) 




(6.32) holds for u — 1, i.e., 


It follows by differentiating nu(0 ^ ^ p) 


J = 1, ••• ,v - 1; 





and so by the differentiation of (6.30), we have 


〜今⑴ ） = 的 1 j = lt ... jV - 1; i =0,- - ,p. (6.33) 

dx l j dx l j 

Hence (6.32) holds also for v by (6.31) and (6.33). Consequently (6.32) holds for 
1 ^ u < s by the induction. Especially, the case w = a of (6.32) means that (6.22) 
holds. 

f € D°(C) implies that ip G D°(Cc(a) a ), since B n (x) G H°(c(n))(a = 1,2, •••). 
Hence we have proved that ^ is a complete periodic function of / . 

Notes 

The class of functions E?(C) was introduced by N. M. Korobov [1,2,7] and the classes 
of functions H?(C) and QJ(C) were first introduced by N. S. Bahvalov [3,4] (with some 
modifications given by Hua Loo Keng and Wang Yuan [6,7]). 

§2 — §3:Cf. N. S. Bahvalov, [3,4]. 

§4 — §5:Cf. N. M. Korobov [7] and I. F. Sarygin (1). 



Chapter 7 

Numerical Integration of Periodic 
Functions 

7.1 The set of equi-distribution and numerical integration 

Theorem 7.1 Suppose that a > 1. Then 


二 , I 乂.” 4 ③…去 ) I ( 7 .” 

< C(2C(a) + l)*n-a/' 

where n = m s and 

c(«) = E^- 

k=l K 

Ptvo/. The function / of Ef(C) has an absolutely convergent Fourier expansion for 
a> 1 (Cf. §6.1) 


/W = EC(m)e 2 初 ) ， |C(m)K (7.2) 


Set I = (ii, ■•- ,l a ). Since 


p 2nink/m _ f HI, if m|fl, .. 

_ lo, ifmtn, (7 - 3) 


(Cf. Lemma 3.6) and 


C(0) = / f{x)dx, 


( 7 - 4 ) 



7.2 The p set and numerical integration 


i m—1 m—1 I I i m_l m_l 


li =0 ! # =0 
m—1 


= E c ( m ) n (^ i > 2 〜 m " m ) 

i=i h=o 

=S C(m) = C(0) + C ( m ) 


，- riMui 

** ii=0 l.=0 

< E i c ( m )i=EV( mm )i< C E’ 


啦忐).， 


\\mtn\\ a 
C(2C(o) + l/n-。". 


The theorem is proved. 
Take 


f(^) = C- 


Then f € Ef(C) (of course / € Hf(C(2n) a+1 )) and 


，啤 -这..心 m 


ii=0 l.=0 

:— = 2Cn~ a / a , 


i.e., there exists a function of E°(C)(a > 1) such that the error term in the q 
formula (7.1) is not less than 2Cn~ afa . Hence the term n~ a/n in (7.1) does 
further essential improvement. 

7.2 The p set and numerical integration 

Theorem 7.2 Suppose that a > 1 and n = p 2 . Then 

t SrJla. ，MdX 


^Cs(2C(a) + l) a n-i. 
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Proof. Set k = (1 ， fc ， … ， k— 1 ). Then by (7.2),(7.3) and (7.4), 

= p^o) + ㈣ E 


)= 乙 C(m ) 亡亡 e 2 «(k. m) a/ p 


(k \-of P d 


and so 




ak 
P' P ' 


/(x)dx- 

14 0=1 fc=l 

(k,sn)sO(modp> 

Since the number of solutions of the congruence 


(k, m) = O(mod p), 1 < fc < p 

is at most 8—1, if mi, - • - ,m 4 are not all divisible by p, and is equal to p otherwise 
(Cf. Lemma 4.5), we have 

E， iSI ， S, ls< *- 

(k,m)BO(oiod|>) 

< s E||ifp = *(E 忐 ) • = ^(2C(a) + l)*- 

The theorem follows. 

Lemma 7.1 The number of non-negative integral solutions of 


n = ri H - 


， +r a 


is equal to 
Proof. For |x| < 1 ， 




-( fy)‘=E … i >- 

r=0 n=0 r»=0 

n=n-i - hr. 


and so 


(1 — x)« 


n=0 


The lemma follows by comparing the coefficients of x n in the above two formulas. 



7.2 The p set and numerical integration 

Lemma 7.2 Suppose that s is an integer ^ 0 and a > 0. Then 
4, c(a, 8 )n a 2-° m . 

t=n 

Proof. Since 










Cc(a,s)p~i, if ^ < a < 1, 


Proof. For / € Q?(C), let 


s ， L 严-念 ㈡ ’…令. 


Then by Theorem 6.3, we have 


5(/) = [" 制 ， 

r 1 P , 

S(<fit) = J G ¥»t(x)dx - 


娜 s,+e 2 ’ 


Hence 
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where 


and 




sup 

/G<3f(C) 


E 〃 灼 )i 


in which to 


=ti + • • • + i,. Since Clt[~ 


■^(oClogaP 
1 < c(s)i® _1 and 


\S(ft)\ < 2|| 外 IK C2 1 -。' 


therefore 

5^<Cc(s) 2-°*0 ^ Cc{a) ^ 

to>iog a p t=[log 3 p] 

< Cc(a, s)p -Q (ln p) ,_1 


by Lenunas 7.1. and 7.2. Set k = (ifc.A: 2 ,--- ,*：•). Since 


(7.7) 


Ct 、 Q 、 = j G 〜⑷办， 

we have 

S= E EQ(m) e 2 一 ’ m )/» 

=?C t ⑼ + J^C7 t (m) e 2ir<(k,m)/p 

fc=l 

and 

\sm ^ f E e ㈣ k ’ m 叫 . 

Suppose that m ^ 0. If at least one of the relations |mj| < 2**(1 < i ^ is not 
satisfied, then C t (m)=0. Otherwise if \rm\ < 2*‘(1 < i < a) and « 0 < log 2 p, then 
爪 <(1 < t < a) are not ail divisible by p. Hence 


J ： 2 <( S -l)p-i sup J：" ^ |C t (m)| 

/ew. l^Jto^ogjp | mi | <a *« 

»«<■ 

by Lemma 4.7. Let 

l|F " 3 = ( 乂 l F ( x )l 2dx ) V2 . 

Then 

X ； |G t (m)| 2 = \\^\\1 < II^H 2 < C^c{a,s)2-^ 
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and so by Lemmas 7.1 and 7.2 and S 


W-vi 二 E" ( E ， 1 广（ E ， 叫 ― if 

/tW. to< i ogaP | m< |<2«i |n» 4 |<2*< 

<(s-l)p-i sup 2^11^112 

⑽ ( C )t^ gaP 

< Cc(a,a)p~i 2 _ ( a_ i>*° 

t0<lOg3P 

Ilog 3 p] 

< Cc(a, s)p-i ^ (t + 


(7.8) 


Cc(a,s)p~i, if - < a < 1, 

Cc(a,s)p~ a (lnp)'~ 1+S i a , if 0 < a ^ 


The theorem follows from (7.6), (7.7) and (7.8). 

For a > 1, we may also use the sets of points 

({$}，{》}’."’{$})， 1 ^ k < P 2 

and 

(Cf. §4.3) to obtain the quadrature formulas for the class of functions JSf (C) which 
have the same precision as Theorem 7.2. 

Now, we shall study the lower estimate of the error term of the quadrature formula 
given by Theorem 7.2. Set 



n»i=-(p—1) ma=—Cl>—1) 



(mim 2 ) a 


Then / € Ef{C), 


j a /(x)dx = 0 
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ak 3 - 1 \ 


_ e 27r»(mi+m a fc) o/p 

_P2 (_2) a 


=?E E ' 。 

ls=l mi=—(p—1) ?i»2=—(p—1) 


^ > Cp 1 


Hence there exists a function of (C7) such that the error term in quadrature formula 
(7.5) is not less than CnT 1 / 2 and so the error term in (7.5) does not admit further 
essential improvement. 


7.3 The gp set and numerical integration 
Lemma 7.3 Suppose that a 彡 1 and a< > 0(—oo <i < oo). If 
< oo, 

then 

(m 

Proof. Clearly, the lemma is true if all Oj = 0. Now suppose that ^ a 4 > 0. Then 

e 心碱 npr. 

今 ) 。故 (I»° 

j 

The lemma is proved. 

Let a be a positive number and l be the least integer^ a. Let Hn,i,k be the set of 
integers defined by 

/ n 、 i n, 

(Z! ^) = II ^,lkZ k . 

k=—n k=~nl 

Theorem 7.4 Suppose that a > 1. If-y is a real vector such that 


((m,-y)) > 6||m||- a 
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holds for all integral vectors m 一 0, where a, b are two constants satisfying a ^ a > 1 
and 6 > 0, then 

，二 11 /w 也 — (SrW 刺 I 

< Cc(6, a, s)n -a+i? '--«' y (In n) a+aoil -. 

Proof. For / € Ef(C), we have 


1 ^ 
(2n + l)« 5 


7 E C ( m ) E 


~ (2n + l )。 

=c(0) + ㈣( 名 , ㈣ 吖 

< ^n^la^irT fc E e2ir<(m，7) t 
= ((5^ + E 2 )， 


(7.9) 


where denotes a sum of m satisfying |m,| < n a ~ 1 (1 < * < s) and the 
remaining part. Since 


fc=—n 

by Lemma 3.10, we have 


去广， - 卜 


2°(2n + 1) Q 2：— 


||m|| Q ((m, 7 )) Q 


|n»i| 矣 n 。- 1 

< c(b,a, s)n~ a+ (In w) a+ * Q4 *- 

by Lemmas 3.14 and 7.3. Since 

益 /») ’ 


(7.10) 
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E_ <—，*)"■ 


i=l 


(7.H) 


The theorem follows from (7.9), (7.10) and (7.11). 

Theorem 7.5 Suppose that 0 < a < 1. Then under the assumption of Theorem 
7.4, ^ 

8«P I / /W*c- /(fc*y)| 

/e«?(C) Ug. I 

< Cc{b,a, n )»- 1+ »**-. 

Proof. For given / e Q^(C), let 


Then by Theorem 6.3, 


S{f)= f /(x)dx-i^/(fc7). 

JG . fe=i 

5(/) = E " S ( 外)， 

r 2 n ' 

S(<fit) = J vH(x)dx - 


/e - c) w^E 1+ E, 


= sup 5Z 〃 i 5 ( 灼 )i 

1 /eO?(C) l0 ^ g2n 

and 

Yli = 8up I s (抖) I . 

2 /e<3?(C) t0 ^ gan 

Similar to (7.7), we have 

< Cc(«) f 2- at0 < Cc(a,s)n- Q (ln n)— 1 . 
to^log 2 n 

Since Ct(m) = 0 for ||m|| ^ 2 to , therefore by Lemma 3.10, 

fc=l fc=l||«n||<2*o 

= r»C t ⑼ + X)’ C"t(tn)^> 2 咖，⑺ fc 

||m||< 2*0 *=1 


(7.12) 


(7.13) 
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||m||<2<o U 1 1,1 

Hence it follows by (6.16), Theorem 6.2 and Lemma 3.14 that 

<c 咖來 P14) 

< Cc(6 ， a 1 s)rT a+ *( < *_ 1 )(ln 
The theorem follows by (7.12), (7.13) and (7.14). 

For a = 2, the weight iin,i,k may be simplified. First, we shall state the following 
lemma. 

Lemma 7.4 Let S be a real number. Then 


t (n - \k\)e MkS \ ^ min(n 2 , ^j). 


t (n - |*|) = S ^ 1 = n 2 

fc=-(n—1) j=0 k=—j 

and sin 7T(5 > 25 for 0 ^ d ^ ^, so if 5 is not an integer, then 

E (n-_ 2w<M = E E e2iriW 

*=—(n—1) J =0 k=—j 

= ^S^ ain{2j + 1)irS== (l^) 2< 4^2- 
The lemma is proved. 

Theorem 7.6 Under the assumption of Theorem 7.4, 

,;1/ 0 . /( 加文§-” (1_ 畀 )/( 钏 

< n ) 2+2 » 4l °. 
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Proof. Since 


f G 令 ㈣ 

fc=—(n— 1 ) 

fc=-(n-l) 

= ^E C ( m ) E (n-I^De^^fc 

fc=—(n— 1 ) 

= C(0) + J>(m) 各它 (n-lkl)e 2 ^^k, 

fc=-(n-l) 

so by Lemma 7.4, 


/€ 8 ^C)l/ G / (X) ^^J|_J 1 -n) /(fc7) l 

< Cn ~ 2 E 

and so the theorem may be easily proved by a method similar to the proof of Theorem 
7.4. 

Using the notation of §4.5, it follows by Theorems 4.12, 4.13 and 7.6 that 
Theorem 7.7 We have 

(Cc{a, e)n -2+e 

and 

14 雜 - (i -，删 I 
< Cc(/3,e)n- 3+e . 

FVom Theorems 4.12, 4.13, 7.4 and 7.5 we may obtain similar quadrature formulas. 


7.4 The lower estimation of the error term for the quadrature 
formula 

Theorem 7.8 For any given sequence of G s 

P[k) = (xi(fc), ••• ,x a (k)), fc = 1,2 , …， 



the error term of the quadrature formula 


/(x)dx-i^/(P(fc)) 


for the class of analytic functions on G a can not be better than 0(n _1 ), where the 
constant implied by the symbolO depends on J only. 

Proof. Suppose that the theorem is not true. Then there exists a sequence 
P(k)(k = 1,2,...) such that 

f /(x)dx-iV ； /(P(fc)) = o(n- 1 ) 

J G. n fc=l 

holds for any analytic function /, where the constant implied by the symbol o depends 
on / only. For example, if we take /(x) = p(a ： i), then 

Y^9(xi(k)) = n / g{x)dx + o(l). 


g(ii(n)) = 5^g(xi(&)) - 53fl(a ： i(fc)) = / s(x)dx + o(l). 
fc=i fc=i Jo 

In particular, we have 

8in(27rii (n)) = o(l) 


co8(2irxi(n)) = o(l), 

if we take g(x) = 8in27rz and g(x) = cos27ra: respectively. Hence 
1 = (sin(27rxi(n))) 2 + (cos(27rii(n))) 2 = o(l). 


This leads to a contradiction. The theorem follows. 

FVom Theorem 7.8 we know that for any given sequence of points P(k){k = 
1,2, •••) of G a , if we use the simple sum 

n - 1 亡 /(TO) 

fc=i 

to approximate the definite integral on G a , then the error tennis comparatively large. 
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7.5 The solutions of congruences and numerical integration 

Theorem 7.9 Suppose that a > 1. If the congruence 

(a. m) = 0(mod n) (7.15) 

has no solution in the domain 

||m|| < M, mjtO, 

then 

_ 0( 竽 )1 ⑽ ( 7 . 16 ) 

Proof. Obviously, we may suppose that e < a - 1. Since 

^E/(ir)=^EE C(m)e^^k/n 

fc=i fc=i 

= C(0) + f e 2 叫 • ， ― zt/n 

= 口⑼ + Y! C ( m )， 

(a,m)=0(mod n) 

we have 

feE^c)\Ja. nX)dX _ ’(:) 卜 C ( . tfn) lr modn )iHF' 

Let Ti t M be the number of solutions of (7.15) in the domain 


||m|| < IM 


where Z is a positive integer. Then 


by Lemma 3.3. Since 


T,, m < c{ E ) l l 1+e M e 



7.5 The solutions of congruences and numerical integration 


329 


1 < V 2 ' T t+1 ，M - Ti iM 

(•， 丄“) 獅、^ 

=f> +Mtf (r a - (i + i)- a )M~ a 

/ =i 

< c(a, e) a M- a+£ ^ r a+e < c(a, eyM~ a+c . 

i=i 

The theorem follows. 

Theorem 7.10 Suppose that 0 < a ^ 1. Then under the assumption of Theorem 
7.9, 

fe ^P c) \J G /( x ) 如 /( 苷)卜 Cc(a,eyM~ a+e . (7.17) 

Proof. We may suppose that e < a. Let 

W ) - 厶 / W dx - 适 /( 宇). 

Then 

5(/) = 

where 

5( 外 ) = A . VtWdx - 这外 ( 兰) • 

Hence 

，二 ) 

where 

Si = sup S ，； 

1 f^ C )to^ g3 M 


厶％ 二剛. 


Similar to (7.7), we have 


< 2C y^" 2~ ato = 2C y^ 〃 2 _ ( a_e > to_eto 

to^log a M t 0 >log a M 

< 2C , M- a+e (^2- et )* = Cc{a,e) s M- a+e . 
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Since Ct(m) = 0 for ||m|| > 2 to and 


1 5 ( 外 )1 = [ e 2«(a,m)^ n | 

< T,' |Ct(m)|, 

(a,m)= 0 (mo<l n) 


二 T! E〃 KMm)|=0 

' ' (a,m)=0(mo<l n) to<log a Af 

The theorem follows. 

If we use Lemma 3.5 instead of Lemma 3.3 in the proof of Theorem 7.9 and the 
Lemmas 7.1 and 7.2 to evaluate ^ in the proof of Theorem 7.10, then we have 
Theorem 7.11 Under the assumptions of Theorems 7.9 and 7.10, the right hand 
sides of (7.16) and (7.17) may be replaced by 

Cc{a, s)M _Q (in 3M)* _1 . 

Using the notations of §4.6 and §4.7, we have the following two lemmas by (1.14), 
Theorems 4.12 and 2.8 and Lemma 3.9. 

Lemma 7.5 The congruence 

cimi + C 2 ma H - h c,m, = 0(mod n), s = 

has no solution in the domain 


||m|| < c ( 光， e)n* + s^-*，m ^ 0. 


Lemma 7.0 The congruence 


mi + F n (2)ma + ••• + F n {8)m, = 0(mod F„) 


has no solution in the domain 


||m|| < 0(^ +3； ^ +35 ^, m^O. 


From Lemmas 7.5 and 7.6, and Theorem 7.9, we can derive 
Theorem 7.12 . Suppose that a> 1. Then 




彡 Cc(se 3 ,a, e)n _? 一 +e , s = 
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and 

< Cc(t7 ) Q)F^ f_5Ffe_5ri!FI . 

Using Theorems 7.11 and 2.9 instead of Theorems 7.9 and 2.8 respectively, we 
have 

Theorem 7.13 The right hand side o/(7.18) can be replaced by Cc(i}, a)F~ a ln3i :, n 
for s = 2 and Cc(r],a,e)Fn 3 '* +e for s = 3 respectively. 

we may also obtain the corresponding quadrature formula for the class of functions 
Q,{C) by the use of Theorem 7.10 instead of Theorem 7.9. 


^n(a)fc\| 

Fn /I (7.18) 


7.6 The glp set and numerical integration 

Lemma 7.7 Suppose that q > 1 and N ^ Then 

1 < 3 ， iV(ln 3AQ* -1 (7.19) 

and 

E Ti^< (5C ⑷ ) •■/'T a+1 (ln 3^)- x . (7.20) 

l|m||>W M 11 

Proof. (7.19) is obviously true for s = 1. Now suppose that k ^ 1 and (7.19) holds 
for a ^ k. Then 

E 1= E E 1<3 卞 (lnSAO"- 1 E $ 

仇 1 …麻 矣汉 ihi《N ih2 …仇 ih\^N 

< 3 fc+1 AT(ln 3N) k . 


Hence (7.19) follows by mathematical induction. 


For s = 1 




2f°° dt 


^ +2 J N ^ 


=2 D 

^ + j^w ^ <5aa)N ~ a+1 
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Now suppose that A > 1 and (7.20) holds for s ^ k. Then 
(rhi • - - m? 


( 咖 … 仇 fc +1 )a 


和 …〜 +1 >N ( 兩 1 … 恥 + 1 )。• 

+ E 点 E 

rhi>N 1 A2 … 

<(5C(a))*JV-«*+H>n3JV)*-i ^ 士 + ( 3 “ a ))* ： E ^ 


rfn^N fhi>N 

< 3(5C(o)) k JV-«+ l (ln 3JV) fc + {3C{a)) k+1 N~ a+1 

< (5C(a))* +1 AT 0+1 (ln 3N) k . 

The lemma follows. 




Lemma 7.8 Suppose that 0 < 5 < 1. Then there exist no less than p—[ip] integers 
in the interval 1 < a < p such that the congruence 

(a, m) = mi + m 2 a + •. • + m,a s_1 = 0(mod p) (7.21) 


has no solution tn the domain 

|H| ^ Sa-^—pibi 3p ) _( * _1> ， m^O. (7.22) 

Proof. We may suppose that (5s -1 3 -a p(ln 3p) - ^* -1 ^ ^ 1. Otherwise the lemma 
evidently holds. Since the number of solutions of the congruence (7.21) is at most 
s - 1 in the interval 1 < a ^ p for any given m belonging to (7.22) (Cf. Lemma 4.5), 
the total number of solutions of the congruence (7.21) with m satisfying (7.22) is at 


E E i 

||m||<«»- l 3 - •pOnSp)-**- 1 ) ») 

<(«- l)3'(ln 3p)»- 1 6s- 1 3-»p(ln < 6p. 

Hence there exist at least p — [5p] integers in the interval 1 < o ^ p such that the 
congruence (7.21) has no solution in the domain (7.22).The lemma is proved. 
Theorem 7.14 There exists an integml vector a = (ai, •• - , a«) depending only on 
p such that 

< Cc(a, s)p- Q (ln p)(a+i)(—i), a> 1 

and 

,^JL nx)dx -lpO\ 

< Cc(a, a)p- Q (ln P )(«+D(»-D, 0 < a < 1. 



||m|| < M. m 〆 0. 


Then it follows from Lemma 7.8 that the number of elements of yl is no less than 
? ^ . Let Oi = 1 ,02 = o, • ■ • , a 4 = a® -1 , where a € A. Then the theorem follows 
from Theorem 7.11. 

We shall give another proof of Theorem 7.14 with a slight modification of error 
term in the following. 

Theorem 7.15 Suppose that a>\. Then there exists an integral vector a(= a(p)) 


二仏肿 * -这 o 


<Cc(Q,s)p- a (Inp) a ( 4 - x ) 

Proof. The notations introduced in Theorem 7.14 are also used here. Let a : 
(l,a, • • ■ ,o J_1 ) and 

_= E ii- 


, 6 ;|/ 0 .雜-运0翊 （7 . 2 

and by Lemma 7.7, 

Ea a ) = E E’ 

o€/4 (a,m)sO(mod j>) 

彡 nJ$Af 

< s(2C(a) + l) a p- a+l + s(5C(a)) 8 M- a+1 (ln Sp)^ 1 

< i(2s) a (3 a 5C(a))*p- a+l (ln 3p)° ( 卜 1 >• 

There are at most [p/3] elements of A such that the corresponding Q(a) satisfies 
⑷》 (2s)«(3 a 5C(a))*p- a (ln 如 ) 令 ”. 
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Otherwise we have 

I] 12 ⑷ > ([I] + l)(2s) a 3<**(5C(a))«p-«(ln 
> i(2«) a (3 a 5C(a))*p-«+ 1 (ln Sp)^- 1 ) 
which leads to a contradiction with (7.24). Since 

苧魯 i , 

so there exists at least an integer a of ^4 such that 

口⑷ < (2 a ) a (3 Q 5C(a))V Q (ln 3p) 。 ( 卜 ” (7.25) 

and the theorem follows from (7.23) and (7.25). 

Theorem 7.16 Suppose that 0 < a ^ 1. Then there exists and integral vector 
a(= a(p)) such that 

sup I f f(x)dx - -5^/(—)1 
/€Q ； (C)'Jc. pfr[ 

< Cc(a, 8,e)p- a (ln p)* _1+e . 

Proof. By (7.7), we have 

,^JL nx)dx ~lP^\ 

< Cc(a, s)p~ a (\n p)* _1 + ^l(o), 
where a = (l,a, •• - , a’ -1 ) and 

A(a) = sup E' E" IC.(m)|. 

’ 疙 K 仍 (n,m)=0(mod p) to<log 3 p 



7.7 The Sarygin theorem 
By Theorem 6.2, 


5^yl(a)= sup ^2 f l c ， t(m)| 


/£Q?(C) 


a^A (a,m)=0(mod p) to<log 2 p 

< sup Y1 Y1 fictMi 

/ €Q?(^-) Jt/<||lD||<p (*.*«)=0(mod r) 

< sup (s-1) 52 ^(m)! ^ Cc(a,s) ^ 

/€Q?(C) M<||m||<p Af<||m||< 

-Cc(as) T l|m||1 ' a+g/< 

-Cc{a,a) 2^ ||m|| 1 + e /» 

M<||m||<p 11 11 


||m||« 


Hence 


yl(a)< Cc(q, a, e)p 1 - a+e /*M-«/»(ln M)»_i 

a6A 

by Lemma 7.7 and so there exists an integer a of A such that 

4(a) < — M a ) ^ Cc(a,«,e)p _0, (lnp)* _1+e . 
V a&A 

The theorem follows. 


7.7 The Sarygin theorem 
Theorem 7.17 For any given n points ofG, 

P ⑻ = (4*) ， … ， 4 *))，k = l,--,n, 
there exists f e Ef(C) such that 

f(P(k)) = 0, fc = l, •• ,« 


and 

f f{x)dx > Cc(a,a)n -Q (ln n)* _1 . 

JG. 

Proof. Let t denote the integer satisfying 2 t_1 < n < 2*. Then we add any 2* — n 
points 


i» ㈨=(4 句， …， <*))， k = n + l, ■■- ,2* 



m such that 


fhi < 2 r< , t = l, •■- ,a. 

Then the number of elements of M(r) is no less than 2 f+1 + 1. Now we shall prove 
that for any given r, there exists a trigonometrical polynomial 

r r (x) = C r (m)e 2ir< ( m ， x ) 却 (7.26) 

m€M(r) 

such that 

T r (P(fc)) = 0, A = l, ••- ,2 4 . (7.27) 

Indeed, since (7.27) is a system of linear equations of the Fourier coefficients C r (m) 
and the number of unknowns is greater then the number of equations, there exist 
^(m)^ not till zero such that T r (x) satisfies (7.26) and (7.27). 

Let 


where m , = (mi, … ， m:) and 


r r (x)e- 2ffi ( m » 
C r (m , )2 Q ( t + s )' 


Now we proceed to prove that we may choose constant x ~ c(o, a) such that 
/(x) = Cx^r r (°)(x)e£?(C). 

Since e 2lrt ( m ’ x ) may appear only in those !T r ( 0 )(x) with 

仇…， m 8 < 2 r * +1 , 


so ri satisfies 

log 2 mi - 1 ^ ri = t - r 2 - r„ 

< t — log 2 m 2 - log 2 m s + s — 1 

and so the values that may be taken by ri and also the other rjs do not exceed 

2 * 

t- log 2 mi - log 2 m, + a + l = + « + 1. 
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Consequently, the number of polynomials Tr°\x.) which contain the term e 25r *( m,x ) is 


at most 


Take 

Then x = c(a, a) and 


(《+0- 
x = o< i ^i y " Q ( log2 ^ + 1 )" S - 


Cx 


/ 2 t+ * \» 

KiMl + 1 ) 

2t»(t+a) 




Hence / 6 Ef{C). 

By (7.27), we have 

f(P{k)) = 0, k = l,2, - - ,2* 


and by Lemma 7.1, 


J /(x)dx = C\2 - a{t+a) 53 1 = Cx2 _a(t+#) C7ilr 1 

彡 Cc(a, s)n~ a (ln n)* -1 . 


The theorem is proved. 

We know by Theorem 7.17 that the error terms for the quadrature formulas given 
by Theorems 7.4 and 7.15 are of the best possible kind in principal order and the 
error term given by Theorem 7.13 for s = 2 is of the best possible kind apart from 
some possible improvement about the constant c(ij, a). 


7.8 The mean error of the quadrature formula 


Let 

c( S ,e) = 2((2<(l + e ) + l)*-l), 

where 0 < e < 1. Let Si{= W(e)) denote the set of points 7 of G a such that the 
inequality 

((m, 7 )>^ec(5,e)- 1 ||m||- 1 - 

holds for any integral vector m 一 0. Then by Theorem 4.10, the Lebesgue measure 
of !2 satisfies 


mes /2 > 1 — e. 
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Let 

5(n, f |5(n ，7， /)|d*y ， 

Jn 

where / 6 Q°(C)(a> and 

S(n，7，/) = X. /Wdx — ( 2 » + l)i fc II 

in which l is the least integer 》 a+1 and % 山 * is defined in §7.3. S(n, Q,f) is called 
the mean error of the quadrature formula given by good points. 

Theorem 7.18 Suppose that a > Then 

sup 5(n, n, f) ^ Cc(a, s, e)»-°-i+ e . 

/eO?(C) 

To proof Theorem 7.18, we shall need 

Lemma 7.9 Suppose that a > ^ and f e Q°{C). Then 

D|C(m)| a |H| 2 (--«)<C*c ( a ， e )， 

where C(m) denotes the Fourier coefficient off. 

Proof. Since 

E A ㈣ I 3 = ll^lla < II 外 II 2 < C 2 2 

and Ct(m) = 0 for ||m|| > 2*°, therefore 

E |C t (m)| 2 ||m|| 2 (°- e > < 2 2 ( 。 - 咖 。 X |C t (m)| 2 < C 2 2~^ 

m m 

and so 

l^(m)| 2 ||m|| 2 («- e ) = I X ；〃 C t (m)| 2 ||m|| 2 ( a - e ) 

( Yl' \°* (^)!^ 6 * 0 ) ( Yl' a-" 40 ) ||m|| 2 («- e ) 

< 咖 e) XT 2 汍 |C7 t (m)| 2 |M 2 ㈣ 

t m 

< ^(s.e) 5^ 〃 2 - rt 。 = C^cfa.e). 


The lemma is proved. 
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The proof of Theorem 7.18. We may suppose that e < a — Then by the 
argument of §7.3, " 

U)l « 名一 ㈣ H' 

Hence it follows by Schwarz's inequality that 

S(n,n,f)^J^S 1 l / 2 S 1 2 / 2 d- r , (7.28) 

where 

Sl = « ! 咖 叫 1 

and 

S2= ^(2n + l)2(«-4 m ||*(。-*") I E n e2，r，(m，7)fc | ( } 

By (6.9) and Lemma 7.9, 

X. s '— ■㈣ 和 

= ㈣ l 2 IWI 3 (°_ e/2 U C 2 c( s ， e )„-1. 

Since 2(i —1) ^ 2a > 1 and 2a—e > 1, hence in a way similar to the proof of Theorem 
7.4, 

5a < c(a, s, e)n _2a+2c 

and so by (7.28) and Schwarz's inequality, we have 


S{n, n,f)^c{a,s, e)n~ a+e [ Sl /2 dy 
Jg. 

^c(a,s, e)»-«+* (jT 5*) 1/2 
矣 C7c(a ， s ， e)n _0 -H e . 


The theorem is proved. 

We know &om Theorem 7.18 that the mean error of the quadrature formula given 
by the good points is better by a factor 0(n - ») compared with the error term of the 
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quadrature formula given by Theorem 7.4 for the class of functions Q®(C)^a > 
Hence we may expect that perhaps the error term of the quadrature formula given 
by good points is 0(n~ a_ i +e ). 


7.9 Continuation 

Suppose that 0 < e < •■ Then it follows by Lemma 7.8 that for any prime p in 
the interval n/2 < p < n, there exist no less that p — [ep] > (1 — e)p integral vectors 
a = (l,a, ••- , a* -1 )(l 《 a 《 p) such that the non-trivial solution m of the congruence 

(a, m) = 0(mod p) 

satisfy 

||m|| > es-b—pOn 3p)-<—^ n(ln 3n) _( —= M(say). 

Let Lj(e,n)) be the set of these (a,p). Denote the number of elements of u by 
|a)|. Then by the prime number theorem (Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 9), 

[ (1 - e)p ^ (7.29) 

Let 

5(n )W ,/) = ] i [ |5(P,a,/)l, 

11 (»,P)6u, 

where / € Q:(<7)(Q! > $) and 

5(p,a,/) = 

S{n,u),f) is called the mean error of the quadrature formula given by good lattice 
points. 

Theorem 7.19 ■ Suppose that a > -. Then 

sup S(n,u,f) < Cc(a, 8, e)n~ a ~^ +e . 

/60?(C) 


To prove Theorem 7.19, we shall need 



Proof. Let <r m (/) be the number of prime divisors of l which are 》 m. 

Then 

^m(/) ^ log m Z. 

Hence 

i4(w,m)< "^2 ^2 1 < °"3( a ， m ) 

1<0<P (..-(=0(^ P ) 

< n log 兮 (s||m||n* _1 ). 

The lemma is proved. 

The proof of Theorem 7.19. We may suppose that e < q - Then by the 
argument of §7.5, ~ 

|S(p,a,/)| = I [’ C(m)|. 

(a,m)=0(mod p) 

Hence by (7.29), Lemma 7.10 and Schwarz's inequality, 

5(n,w,/)^ □ E I ： ic(-)i 

(a,p)eo» (a,m)=0(mod p) 

^ O 5Z >l(w,m)|C(m)| 

<0(El C ( m )l 2 ll m ll a( ° _e/2) ) 1/2 ( E ^,m) 2 ||m|r 2 (—/ a )) V3 

<Cc( a , £ )n- 2 (lnn)( ^ n a (l + log ? ||m||) 2 ||m||- 2 (—/2)) 1/3 
IMI^m 

卿 o )( E 

||m_ 11 11 

< 邱 ，咖， »)m— 

< Cc(5,e)n- a -i+=. 

The theorem is proved. 

We know form Theorem 7.19 that the mean error of the quadrature formula given 
by the good lattice points in better by a factor <9(n _1 〆 2 ) compared with the error 



Q°(C) (a > 4) • Hence we may expect that perhaps the error term of the quadrature 
formula given by good lattice point is 0(n -Qr- ^ +e ). 


N. M. Korobov [1] was the first to have proved a result with the same precision of Theorem 
‘} ) (1 < fc < j> a ) and Theorem 7.2 was proved by Hua 
Loo Keng and Wang Yuan [3]. Theorem 7.3 was proved by Yu. N. Sahov [4] (Cf_ also V. M. 
Solodov [1]) for the case or > - and by Hua Loo Keng and Wang Yuan [6,7] for - > a > 0. 
R. D. Richtmyer [1] and L. Peck [1] proposed using the set ({riA}，... ,{r»fc})(fc = 

l, 2,…） to evaluate the multiple integral. Theorem 7.4 was first proved by N. S. Bahvalov 
[1] and C. B. Haselgrove [1] (Cf. also Wang Yuan [2], N. M. Korobov [7], Hua Loo Keng and 
Wang Yuan [3,6,7], H. Niederreiter [2] and Wang Yuan [5]). 

Theorem 7.8: Cf. N. M. Gelfand, A. S. Frolov and N. N. Cencov [1] and N. M. Korobov 

m. 

Theorem 7.11 was first proved by N. B. Bahvalov [1] (Cf. also Hua Loo Keng and Wang 
Yuan [3,6,7]). The case 8 = 2 of Theorem 7.13 was proved independently by Hua Loo Keng 
and Wang Yuan [1] and N. S. Bahvalov [1]. 

n … d n. M. Korobov [2] with the error term 0(p -a (ln p)°*) 

Bahvalov [1] to 0(p -Q (In p) _0( * _1 )) (Cf. also Wang Yuan [2]). 


Bahvalov [1,2] and Wang Yuan [2]. 



Chapter 8 

Numerical Error for Quadrature Formula 


8.1 The numerical error 

We introduce the notations 

S(n,J t f) = f /(x)dx - i fl-^)/(*7) 

and 

5(n,h,/) = [ /(x)dx- , 

where 7 and /i denote real and integral vectors respectively. 

Theorem 8.1 

sup |5(n,7,/)| < CW 2 (n, 7 ), 
feEHC) 

where 

^ 2 (^ 7 ) = ~ ( 1 + y) IIC 1 + 2 ji 2 B 2 ({A ： 7„})) - 

\ ’ fc=l \ ' U=1 

in which B^^x) = x a — x + ^ denotes the Bernoulli polynomial (Cf. §6.5). 
Theorem 8.2 


^, |S( "' h ' /)l<CW2( "' h) ' 

where 

k=l 11=1 ' ' ' J / / 
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in which fi denotes the number of odd integers of h„(l ^ u < s). 

Lemma 8.1 


E 


= l + 2ji 2 B 2 ({a：}). 


Proof. Since 


/ (1 + 2ji 2 B 2 (a ： ))e- 2]l<ma: ttr 

Jo 

= Io ( 1_ T + y (1 - 2x)2 ) e ~ 2Kimx ^= 负 - 2 , 


the lemma follows. 

The proof of Theorem 8.1. By Lemma 7.4, 


^ 2 ( n ,7) = n - 1 E / | i ^ p | ^ (n 一 晰― 

=^^pEE^ )fc - 


Hence by Lemma 8.1 

的("參 "u (s “产 ㈣ * - 1 ) 

t - 

j=0 k=—j v=l \m«=—oo / 

= n ~ 2 Yl X) n^ 1 + 2jr2fl a({A：7v})) - 1 
j=0k=—j w=l 

= ~ S flC 1 + 2n 2 5a({fc7«») - 1 

k=-n ' / u=l 

Since ^({^}) is an even function of x, the theorem follows. 

The proof of Theorem 8.2. Since 

g2ni(/l,m)fc/m 


H^ 2 (n,h) = -5I5Z 


… IM 2 

^n( i: - 


rnl 


:)- 1 
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The theorem follows. 

Let 

sup |5(r»,h,/)KCW 4 (n ， h). 

/€B ； (C) 

Then in a way similar to Theorem 8.2, we may derive 
Theorem 8.3 

士奸-誓 Mm ))-, 

i/2fn, 

+4 1 如 - xm ))- 1 ， 轉, 

where n denotes the number of odd integers ofh v (l ^ u < s). 

We may also obtain the expressions for the 

sup |S(n, h, f)\, i = 3,4,-- 
/€BJ'(C) 

8.2 The comparison of good points 

We shall construct the vectors 7 by the use of the cyclotomic field, the Dirichlet field 
and Theorem 4.13 and then we shall compare their corresponding ^(71,7) as follows. 


n 

M^nje.e'e 3 )) 

% ( n , 

10 a 

3.7687 x lO -1 

3.1740 x lO -1 

6 x 10 2 

3.4290 x 10 -2 

5.3640 X 10- a 

10® 

1.1180 x 10 -2 

2.2850 x ltr a 

l^ible 2 a = 4 


Wj (t», (2cos 吾 ,… ， 2cos 菩 )) 

Wa(n, (e, • • • , e*)) 


5.5341 x 10- 1 
3.7821 X 10 _1 
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liable 3 s = 5 


" w ( n ，( 2cos 2coe 罟 )) 

W^(n, (e, ••• 

,c 5 )) 

10 4 6.7819 x 1(T 2 

10® 3.6400 X IO- 3 

7.4518 x 10- 2 

3.6966 x 10~ 3 

Table 4 s = 7 

n (n, (2cos 菩 ,… ,2cos 苦 )) 1V 2 (n, (e, …, e 7 )) 

« 年， A. 


10 3 2.6730 x 10 3.1621 x 10 

10 4 2.1492 2.2513 

10* 1.9503 x 10 -1 1.9592 x 10— 1 

2.8308 x 10 

3.9925 

3.0794 x 10- 1 



Remark. It is suggested by the above tables that the 7 given by 深 a or 7 = (e, e 2 , … ， 
e fl ) is more advantageous compared to the -y given by (Cf. P. J. Davis and P. 
Robinowitz [1]). 


8.3 The computation of the rj set 

Let F n (= F Sl n) be the generalized Fibonacci sequence of dimension s, i.e., the sequence 
of integers defined by the recurrent formula 

F。= JFi = … =F s -2 = 0, F,-i = 1, 

Fn+t = F„+ m -i + ... + ^n+l + Fn, n^O 

(Cf. §2.8). Let n = F m ,hi = l,/»a = F m+ i-F m , ■■- ,h, = F m+ ,_i - F m + a -2 - 

F m +i — F m . Then we have the r) set (Cf. §4.7) and the following examples. 

1. F 2 , m = 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377 for 0 < m < 15 and 

H^(55,(l,34)) < 3.8148 x 10 -2 . 

2. Take n to be F13 = 401, fi 6 = 2,872 and Fn = 10,671 for s = 4. Then we 
have 


Table 1 (hi = 1) 


n 

/l2 

九 3 

h 4 

W 2 (n, h) 

401 

372 

316 

208 

4.5260 x 10~ 1 

2,872 

2,664 

2,263 

1,490 

2.3845 x 10 -3 

10,671 

9,S98 

8,408 

5,536 

3.8520 x IQ" 3 


3. Take n = F ig = 13,624,/u = l,ft 2 = 13,160, h 3 = 12,248,/i 4 = 10,455,ft 8 
6,930 for s = 5. Then 


W2(n,h) < 3.0738 x 10~ 2 . 
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4. Take n = i^i = 29,970, h\ = l,h2 = 29,478, /13 = 28,502, /14 = 26,566, /15 = 
22,726, he = 15,109 for 0 = 6. Then 

W 2 (n ， h ) 彡 1.2002 x 10 _1 . 

We may also obtain some data for s ^ 7 but the precision of the corresponding 
W2(n ， h) is not so good (Cf. §8.7) 

For 5 = 3, we suggest using the sequence of integers defined by the recurrent 
formula 

Go = Gi = 0, Gi = 1 ， G m +3 = G m +\ + G m , m > 0 
(Cf. §1.7). Let n = G m ,h\ = 1, = G m +i - G m , ha = G m +2 — G m . 

Then we have 


T^ble 2 (hi = 1) 

















3.8875 x 10~ 3 

13,581 



T™i g'^TrTrnrB^B 


8.4 The computation of the 深 a set 

p — 1 

Let 8 = ―-— . Then 

sin — j l+1 


sin 




is a set of independent units of = Q (cos 专)， where g denotes a primitive root 
mod p. In particular, if g = 2, then 

pi = 2 cos —2 1-1 , 1 < i < a — 1. 

P 

2<i “ 

where Pj{2 < i < 8) denote the conjugates of pj. Solving the system of linear 
equations 

ln|e( 2 )| = ... = ln|d (8-1) 


we obtain a unique set of ratios 


Xl X 3 -2 

Xs—l Xs—1 







Any two among these three units form a set of independent units of 深 3. 
equation 

|ejef I = |efef I ， 

we have 

a 4 

- = 1.357-..^ 

where u a ~ 6" means that a and b are “approximately equal”. Hence . 
example 

n = 418 = jj = efe|, hi = 1, 

/i2 = 335 = n ^2cos > 

h3 = 103 = n/|2cos^ 1 


= -1.8019 …， 
=1.2473 •■- , 

=—0.4447 • ■. • 


h\ = 1, hi = n I ^2 cos ^ |, 2 ^ t ^ s. 

Then we have a 3t a set (Cf. §4.6) and the following examples. 

1. Take ^2 = Q ( coe 夸 ). Then n = F m+ i,hi = 1,/ij = F m is a 
■Fm = ^a.m (Cf. example 1 of §8.3). 

2. Take 深 3 = Q (cos 专 ) and units 


r] set where 


Solving the 


have, for 


6n7 2n l7 4n l7 

I2COSI 

II -I II 


and also the following data: 
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Remark. Suppose that (n,h(n)) is an St a set. Then we may obtain an 深 ， < set 
(n, h*(n)), where h*(n) is obtained from the vector h(n) by neglecting any of its a-a' 
components. The precision of W^(n, h*) is still good if 8/s' is close to 1. For example, 
suppose that n = 462,891, hi = l ， /i 2 = 450,265, /i 3 — 412,730, /i 4 = 351,310, /15 = 
267,681,/ie = 164,124, h 7 = 43,464,ft 8 = 371 ， 882, 知 = 277,266. Then we obtain 
an 深 7 set (n, h?) and an 爲 set (n,h；), where h? and hj are obtained rom h by 
neglecting h& and hg respectively. We also obtain 

-2 





n Tnnniia j 

















3. Take 深 5 = 

: Q (cos 菩 ) and units 







El = 2cOS—, 

e 2 = 2cos—, e 3 = 

2 cos —» £4 = 

= 2cos—- £5 = 2 008 • 


Solving 


we have 

^ = 1.412 • • • ~ g, j = 1.584 • • • cs I ， j = 0.944 • • • — g 

and so 

n = 9,389 = n = leTeoele!!， h\ = 1, 


- ' > , 、 ->■> < > J 

- 

1COSC08COS0- 2 
2 2 2 2 1 
' ― < ― • , —<—X >―<— • ' —<―、X 

nnnng 
•II = •= •=6. 
28080800< 
6 4 9 8h) 
81 612,7’ i! 

II II -- = 2(a 

/12/13/14/»5取 


W 2 (n,h；) ^ 1.9397 x 10" 
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^(n.hj) < 1.6240 x 10 _1 . 

Her»c? we may obtain the 31 a set of any dimension a, although the cyclotomic fields 

■ . . p — 1 

used here are confined to the fields with dimension —-— . 

8.5 Examples of other sets 

1. Take 级 4 = Q(V§ ， V2) and the units 

£l = 1 ' £2 = 1 + ^3 = 3 + n/10. 

Then from the unit 

£l £ 2«3. 

this gives 

n = 11,574, h\ = 1, /ia = 7,153 ， h3 — 4,794, /14 = 1,878 

and - 

W 2 (n, h) = 8.81 x 10 -3 . 

2. Take Q(uj) and units 

ei = 2 + w 2 , e 2 = 3 十 2w, 

where u) = (Cf. L. Bernstein [1]). Solving the equation 

ln|2 + w a |**|3 - 2w| Ia = ln|2 - w 3 | x *|3 - 2u;t|* 3 , 

we have 


From the unit 


= 2 . 1200 … 

X2 

祝， 

n = 2,889, hi = 1, /12 - 1,431, h 3 = 862, h A = 993 

Wi(n,h) = 2.8626 x 10~ 2 . 


And from the unit 


efe !， 
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we have 

n = 310,563, hi = 1, h2 = 153,837, /»3 = 73,314, /14 = 106,741 

and 

W 2 {n, h) < 2.0948 x 10 -4 . 

8.6 The computation of a glp set 
We introduce the notations 




3* 








£'ri('-2{ 

t=in=n \ ' 


= 




D ! ), 


^ \ fc=lt«=0 、 

where pi, •■- ,pt denote the different primes, 9 = Pi • • Pti9< = q/pi(l ^ i ^ i) and 


Pi -- 


(1 


where bi denotes the integer such that Hi(z) takes the minimum for z = 1, • • • 

Lemma 8.2 Let a > 1. Let q be a positive integer and a = (01, • • • , a s ) be an 
integral vector. If (au g) = 1(1 < i ^ s), then 


E ， 


E 


s 。(一 (1。 命丁 " m(0) n a 


< 5 2°(2C(a) + iyq~ a . 


Proof. Since 


and 


.^,K^w 41+2 ^^ 1+2((a) 


f < 2^] = 


r ^ 2C(a) 




for -q/2 < m < q/2, then in a way similar to the proof of Lemma 4.10, we have 




a ( oo 

e r 


in e 


v=l (a,n>(°) )sO(mo<l«) v.= -oo (mi 0) + l v q) 

< 52°(2C(q) + l)V a - 

The lemma is proved. 

Lemma 8.3 Suppose that r is a positive integer. If the congruence 
(a, m) = (umi = O(modn) 

»=i 

has no solution in the domain 

||m|| < M, m 〆0 ， 

then 

Y! ]ii[< c{a)M-\]nm) a . 

(«,m)aO(modn) 'I II 
|m‘|<r” 

Proof. Let Tj,a#(Z ^ 1) be the number of solutions of (8.2) in the domain 
||m|| < IM, m / 0. 

Then Tj,*f 4 c(s)i(ln3ZA/)® -1 (Cf. Lemma 3.5). Hence 

V 1 , 1 < - Ti >m 

乙 || m || 、乙 IM 

(>.m)aO(modn) » (=1 W 

Im^lCrn 

=M - 1 Y T l+1 M (-~ —) + T (m)- + l,M 

tn ' W i + 1/ ((rn)» + 1)M 

+ c(s)M- l (In377i)*- 1 

<=i 1 

< c(s)Af -1 (lnrn)*. 


The lemma is proved. 

Theorem 8.4 bi 
Proof. By Lemma 8.1, 


( 8 . 2 ) 


•• ,6J -1 ) is a good lattice point mod 


丑 2 ({:}) = {x } 2 - W + 卜 ▲ D’ 


3(1-2{x}) 2 


: P 


E ， 




E 




(8.3) 


8.6 The computation of a glp set 


by (8.3), so 

Hi(z) = ^ 

Pi 

3* 
_ Pi 
1 

—Pi 


咖 )= 1 0 仏 


m 2 , if m ^ 0, 


E' 




(«,m)=0(modpi) («,m)=0(modp 1 ) 


IM 2 


Hi(6i) - 1 < min Y' 

( Bl n>)=0(modpi) 

< c^Jpr^lnpi)^- 15 


IlmlP 


(Cf. Theorem 7.15). On the other hand 

馳 )… (E) 乙 ’ ]RF' 

、 〆 (bi,m)=0(modpi) 

Therefore it follows that there exists c(«) such that the congruence 
(bi,m) = O(modpi) 

has no solution in the domain 

||m|| < c(s)pi(lnpi) -( * _1) , m^O 

and so the set 


, - > 


«-lnl 

窗 

+ 

wlpl 


2 1 

Ini 

(pl + 


elpl 

-― 1 


-nl 

a-lnl E 

sEi 
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ILOa V , « . 

D{pi) < c(s)p _1 (lnpi) 2a_ 

by Theorem 3.2, i.e” In is a good lattice point mod p x . The theorem is proved. 

Theorem 8.5 (pi+ P 2 .P 1 & 2 +P 2 & 1 , ■ ■ • +P2 b l~ l ) « a » ood lattice P° int 

mod piP 2 - 

Proof. By (8.3), we have 

. 忐 MO- 


1 / e 2««(pi (s.mJ+paCbx ,m))k/pipa 

= - / y -:-- 

pipa *- n 私） 


pi(»,m)+pa(bi,m)=0(modpipa) ^>(m u ) 


n 私） 


Divide the last sum into two parts Ei and E 2 , where contains those m such that 
P 2 |m„ for 1 < w 《 a and D 2 contains the renMuning terms. By (8.4) and Lemma 8.2, 


pa(bi,in)sO(modpi) IT 
«j=l 

<p,- 2 E' 丁 ^— 

(bi,m)sO(modpi) ^{rriv) 
v=l 

=-IK c( 8 )(p lP 2 )- 2 (lnpiP 2 ) 2(，_1) 


—S 2 —, 祠 
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E 2 


E 


-乎 %-L-Lr4 , » ) l|m " 


c(«)(piP2)~ 2 . 


Hence it follows by Theorem 8.4 and Lemmas 4.5 and 8.3 that 


C(«)(P1P2)' ： 


E 2 ]i^jf 5Z 

(bx im)SO<inodpi J (•,m)BO(mod 


+ c(a)(pip2)~ 


<| 2 (s ~~ 1) 1 I 

、 I P 2 — 1 ^ ||m|| I 

\ ~ r \ n J 

\ (bli»>) 30 (>»odpi) / 

< c(s)(PiPa) _2 0npip 2 ) 4a ~ 2 . 


+ c(a)(pipz)~ 


Consequently. 


HM - 1 + k^ S2< 柳必) - X - 2 . 


On the other hand, 

H 2 (b2) - 1 > ⑸’ 




pi(b a ,m)-(-p2(bi,in)=0(modpip 3 ) JJ ljj{rn v ) 
v=l 

It follows that there exists c(s) such that the congruence 

Pi(b a ,m) + P 2 (bi,m) = 0(modpip2) 
has no solution in the domain 


||m || 《 c(s)pip 2 (lnp 1 p 2 ) -(2s "" 1) , m/ 0 . 

Hence the theorem follows by Theorem 3.2. 

Similarly, we may prove 

Theorem 8.6 Let ej = + ... + < s). Then (ei, •• - ,e») is a 

good lattice point mod q. 
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Let x denote the solution of the congruence 

(9i + • • • + 9 t)x = l(modg), 1 < a; ^ g. 


Let 

h„+i = (qib\ + ••• + 

1 < hv+i < q, l < v < « -1. 

Then the good lattice point given by theorem 8.6 may be written as 


(1，九1，… , h a ). 


Remark. P. Keast [1,2] has pointed out that the error term of the quadrature formula 
corresponding to a good lattice point given by Theorem 8.6 is comparatively small, 



another advantage is that the so obtained quadrature formula has a very simple form, 
i.e” the arithmetic mean of the values of the integrand at the given set of points is 
used to approximate the definite integral. 

2. It follows from Theorem 8.4 that 

c(«)n 2 

elementary operations are required to obtain a good lattice point mod n, where n = p\. 
Let pa = and n = pipa- Then by Theorem 8.5, the number of elementary 
operations for obtaining a good lattice point mod n is 

c(«)(p? +P1P2) = c(s)(piP2 ) 4/3 = c(a)n 4/3 . 


In general, we may take p v+ i = < w 彡 t — 1) and n = pi - - -pt- Then the 

number of elementary operations for obtaining a good lattice point mod n are 

c(8)(p? + P 1 P 2 + ••• + ?!•■• Pt-iP?) = cWn 2 -*-'*-。• (8.5) 


If it is required that the error term of the corresponding quadrature formula should 
be comparatively small, thea it is better to take the p r t s almost equal according to 
the opinion of P. Keast [1,2] and so (8.5) should be replaced by 
c(s)n 1+t_1 . 







However it requires only 


O(lnn) 

elementary operations for obtaining the rj set or 深 s set, where the constant implied 
by the symbol “O” depends on 17 or 笔 only. Of course, O(n) elementary operations 
are still needed for obtaining the corresponding W 2 (n,ti) of r) set or 深 s set. 

As for the comparison of glp set and set, we quote the opinion expressed by S. 
Haber [2] as follows. 

“The second method takes AN 2 s seconds (to get o* (JV, s 1 ) and B*(N,s') for all 
a' ^ a), where now A was 0.00001 for the calculations reported here (on a UNIVAC 
1108). This is very much better, and the method can be carried out at reasonable 
expense for JV up to 10,000 or so and s up to 10 or 20. However, there is reason to 
suspect that practical formulas for s as high as 10 will reguire N’s of order 100,000 
or more, and again the calculation becomes excessively long. 

The third method requires only j4s 3 seconds, the only calculation of any significant 
length that is necessary is the solution of the linear system (12). A is apt to be about 
10 -3 or lower. The length of calculation is thus no obstacle for a up to 100, at least, 
and N abitrary large. While it is not known that this method actually produces g.l.p. 
sequences, the numerical evidence indicates that it does. However, the evidence also 
indicates that the quadrature formulas produced have error bounds much higher than 
do those produced by the first two methods." 

Here the second method refers to the method given by Theorem 8.4 of which 
a m (N,s') and are (l,6i, ••- mod N and W 2 (N, bi) respectively. The 

third method means the method stated in §8.4 and the linear system (12) is (8.1). 

The calculation of Y. S. Moon [1] given by an IBM 370/165 leads to a similar 
conclusion. 

3. As for the comparison of the h) given by glp set and set, we may see 
M. Maisonneuve [1] and S. Haber [2] for the cases a = 3,5, 6 . Now we give some data 
for the cases s = 7, 8 , 9 as follows. 


Table 1 (« = 7) 


SI, set 

glp set 

n 

W 2 (n ， h) 

n 

Wa(n,h) 

11,215 

1.9416 

15,0X9 

1.2 

84,523 

2.0407 x 10 _1 

71,053 

2.1 x 10 _1 
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l^ble 2 (a = 8) 


3t a set 

glp set 

n 

WaKh) 

n 

WaKh) 

28,832 

3.4501 x 10- 1 

24,041 

3.9 

84,523 

9.8761 x 10- 1 

100,063 

7.6 x 10- 1 


Table 3 (s = 9) 


St a set 

glp set 

n 

W 2 (n ， h) 

n 

IVaCn.h) 

42,570 

1.0496 x 10 

46,213 

9.5 

172,155 

2.3708 

159,053 

2.5 


4. The W 「 2 (n ， h) given by set is much better than that given by r) set, especially 
when s is comparatively large. For example, we have 


W 2 (957,833, h) < 4.1494 x 10 _1 

from the set and 

1^2(1,035,269, h) ^ 4.6013 x 10— 1 

from t; set for s = 9, and 

W 2 (7,494,007,h) < 6.3956 x 10 -1 

from Bt a set and 

Wj(8,359,937, h)^ 1.0401 

from T] set for a = 11. 

5. So far as we know, the cyclotomic field often gives the most precise results in 
applications to the problems of mumerical analysis among the real algebraic number 
fields of the same degree and its other advantage is the convenience for computation. 


8.8 Tables 

The tables given in the Appendix contain the n, h(n), p(n,h), W^(n, h) and VT 4 (n,h) 
of various dimensions. It is not only necessary for the approximate evaluation of 
multiple integral but also important for theoretical work in numerical analysis. The 
most useful table of A. I. Saltykov [1] was made according to Korobov’s method (Cf. 
§8.6). It is confined only to 3 ^ a ^ 10 and 100 ^ n ^ 155,093, since it requires 
long calculations for obtaining good lattice points. He also gave the upper estimate 
of s'p |S(n, h,/)| which is rougher than the function of W2(n,h). Saltykov's 
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table is contained in many monographs (Cf. N. M. Korobov [7], Hua Loo Kang and 
Wang Yuan [3] and A. H. Stroud [1]). By the use of a CDC 6400, M. Mfusonneuve 
[1] published the calculation of W~ 2 (n,h) of the pairs (n, h) contained in Saltykov's 
table. H. Conroy [1] gave several tables of good lattice points of s < 12 and P. Keast 
[1,2] gave some data obtained by the use of Theorem 8.6. By a more complicated 
but precise method, M. Maisoaueuve [1], G. Kedem and S. K. Zaremba [1] gave some 
data for (n, h), W^ 2 (n ， h) and W^n, h) for a = 3.4 and n < 6.606. Recently, it was 
pointed out by R. Cranley and T. N. L. Patterson [1]: 

“The number of rules available, particular with large number of points, is also very 
limited, the most extensive table been Saltykov and Conroy, Further rule would have 
to be computed although this task would be easier by the work of Hua and Wang." 

The first St a sets were given by Hua Loo Keng and Wang Yuan [4,5] of which one 
is s = 11 and n = 698,047. Later, S. Haber [2] and Y. S. Moon [1] gave some tables 
of Si a sets of a 矣 14 and n ^ 10 6 by the use of computers UNIVAC 1108 and IBM 
370/165 respectively. Recently Wang Yuan, Xu Guang Shan and Zhang Rong Xiao 
[1] published a more extended table of 深 , set of s < 18 by the use of Djs-013. 

Table 1 and tables 10-12 in the Appendix are given by In tables 2-9, the data 
marked with star are given by ” or and the others are good lattice points given 
by Korobov’s method. 


8.9 Some examples 

Suppose that D is a bounded domain with piecewise smooth boundary. If = G a , 
then we may use a simple sum constructed by the values of integrand at the given 
uniformly distributed set of points to approximate the definite integral 

[ /(x)dx 


(Cf. §5.4). If D is not G a , then without loss of generality, we may suppose that 
G a . Let 

\ o if xe^. 

Then 

f /(x)dx= f /(x)dx. 

J9 JG. 

Now we give some examples as follows. 
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\X 2 dx 1 dx 2 = 1. 

Let I\ be the approximate value of I given by the quadrature formula constructed 
by r] set of dimension 2 (Cf. example 3 of §8.3). Further let hth and 1^ denote the 


approximate values of I given also by the quadrature formula of which the integrand 
are obtained by changing variables 


Xi = V?(l - Vi), 

x* = (10 - 15yi + 6yi) 

and 

Xi = - 84 讲 + 70yf - 20yf), i= 1,2 


respectively (§6.5). Then we have 


Table 1 


n 

/1 

h 

h 

I* 

13 

21 

34 

55 

9.2308 x 10 _ 1 
9.4029 x 10 -1 
9.7059 x lO -1 
9.7709 x 10 -1 

1.0286 

1.0131 

1.0060 

1.0027 

1.0022 

1.0023 

1.0006 

1.0001 

9.9781 x lO -1 

1.0004 

1.00002 

1.000014 


2. Denote 


Ji = f j: = 2.6179 … x 10 -1 , 

J 2 = f f / (1 + 3iia ； 2Z3 + 3^X2X3)e XlX2X3 dxidx2dxz 
Jo Jo Jo 
= 1.7182 …， 


J 3 = I I I exp(sina：i sina ：2 8 in:r 3 )<iEi<iE 2 da ：3 
J-iJ- 1 J -1 


/ -2 / -2x, 

= / / = 6.4 

Jo Jx\ 


Js= f f f x\x\x 3 dxidx 2 <ix 3 — —4.3356 … x 

JO Jxj Jx\X2 


10 - 


Let J?(l < i < 5) denote the approximate values of Jj(l < i < 5) given by the 
quadrature formula constructed by 深 3 set (Cf. example 2 of §8.4) respectively. Then 
we have 
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Table 2 


n 

J{ 



J'a 

Jk 

20 

3.5573 x 10- 1 

1.4992 

8.9476 

8.0148 

-6.7248 x 1CT 3 

83 

2.9544 x 10- 1 

1.6932 

7.8366 

6.9748 

-5.2348 x 10- 2 

418 

2.6103 x 10- 1 

1.7202 

7.9947 

6.3749 

-4.2538 x 10 _a 

1,692 

2.6180 x 10~ l 

1.7183 

8.0844 

6.3999 

-4.3290 x ltT 2 

3,802 

2.6180 x 10- 1 

1.7183 

8.0817 

6.4000 

-4.3357 x 10~ 2 


3. Let 


K 



1.1460 • • • x 10. 


Now we give a comparison of the precisions of the approximate values of K given by 
the quadrature formula constructed by the 深 3 set (Cf. example 2 of §8.4) and the 
Cartesion product formula of Gaussian quadrature formula as follows. 


Table 3 


Methods 

n 


Times in Djs-6 


2 3 

1.2409 x 10 

2.6 sec. 

Gauss Method 

43 

1.1324 x 10 

15 sec. 


8 3 

1.1391 X 10 

104 sec. 


16 s 

1.1425 x 10 

789 sec. 


20 

1.3063 x 10 

0.5 sec. 

Number Theoretic method 

83 

1.0928 x 10 

1 sec. 


418 

1.1494 x 10 

9 sec. 


1,692 

1.1460 x 10 

41 sec. 


Remarks. 1. The precision of numerical integration is often higher, if the integrand is 
replaced by a periodic function (Cf. §6.4 - §6.5). But the integrand becomes compli¬ 
cated, if it has changed its variables. Hence careful analysis of the integrand is needed 
in practical use (Cf. D. Maisoneuve [1]). 

2. If s is large, the integral over G a may be divided into several parts and then the 
quadrature formula of lower dimensions can be applied to each part respectively. For 
example, suppose that s = s' + a" and the good lattice points of s' and s" dimensions 
are h’ (mod n') and h’ (mod n") respectively. Then 


▲誌’(莘'莘) 
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= C ( m )， 

(h’•>» 勹 =0(mod n*) 
tt>〃,m M 〉350(mod «") 

where m=(m , ,m // ) in which m’ and m" denote the integral vectors of s’ and s" 
dimensions respectively. Hence 




E' 

(h / m , )sO(mo<i n，> 
(h" n«) 




It follows by the well-known method that the right hand side is dominated by 

0((^(« 7 , n ,, ))~ a (lnn / n ,, ) a( * _1) ) 

(Cf. §7.6). In general, the error is comparatively large. But some advan-tages may 
be obtained for some particular values of n = n'n" (Cf. S. K. Zaxamba [3]). 











Chapter 9 
Interpolation 


9.1 Introduction 

Let 1 < nj < n 2 < be a sequence of integers and let 

P„,(Jfc) = (: c 卜 (*) ， •" ， 4 n0 ⑻), 1 < * < n“i = 1,2, ... 
be a sequence of uniformly distributed sets in G,. For any given function f(x) on G*, 
let n 

啡 )=£ 肌 (* 队 , 办)， （ 9.1) 

fc=i 

where 妒 ni ， fc(x)(l < fc ^ n { ) are given functions. 

If Pf(x) converges to /(x) according to a certain measure as nj -»c», then Pf(x) 
is called the approximate polynomial of /(x). For simplicity, we use P(x) or P instead 
of P/(x). 

The measures that are often used are as follows. 

1. Absolute error 

sup |P(x) - /(x)|. 

x€G. 

2. Mean square error 

l|P-/lb=(£ \P-f \ 2 <^)' - 

Suppose that / has an absolutely convergent Fourier expansion 
/(x) = EC(m)e 25r< ( m ’ x )， 


where 


C(m) = / /(x)e- 2 * i(,n ' x) «ix. 

Jg. 



Then by the method of numerical integration, we may use 
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£an llfe /(Pn,(fc))e- 2,r<(m ' P - (fc)) 

fc=l 

to approximate the Fourier coefficient C(m) and so we may expect to use 

P(*)= E E«n 1 . fc /(Pn 1 (fc))e 2 * i ( m ' X - P ". (fe » 

||m||<Ar(n,)fc=l 

to approximate /(x). This is the simplest method to construct the approximate 
polynomial. We may also use other methods to construct the approximate polyno¬ 
mials. The results of this chapter are generalization and application of the multiple 
quadrature stated in previous chapters. 


9.2 The set of equi-distribution and interpolation 

Let m be an integer > 2, n = m*, I = (Ii, ••- , Z») and 

'Xr v ’ nkii<jv 

Theorem 9.1 Suppose that a> 1 and N = [ 专 ] • Then 

sup HP-/||a < C e (a,s)n- 穿 (In n) +. 
Proof. Suppose that / e Ef(C) and 

/(x) = SC(m)e 2 *‘ (m ， x> - 

Then 

咖)4 e O 一 ， 

»«€• 

= C(m)-i 1>( 卟 2 命 O 
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Since for integer t, 


e 2witI dx = 


1, if t = 0 
0, if t^O, 


=/ (p-nw^dK 


- E 

l|m||<W 


C(r + m)| 


^ E P ㈣ i 2 - 


(9-2) 


sup HP-ZI^^C^CEi + Ej), 

/€Ef(C) 


Sl= ^ nTTi 


||r + m|| a 


By Lemma 7.7, we have 


E i< a E 2 E 




||m||<JV ^ r=l m a 


1 + 2E- 


■H)° 


<c(a,a)m- 2a ^ 1 < c(a, «)m- 2a+1 (Inn)*' 
||m||<W 


E 2 < c(a, 


The theorem follows. 

Theorem 9.2 Suppose that a > 1. Then 

f C, 一 

\\P~fh> 


ze- 


sup 

EB?(C ： 


V2a-1 


ii N >m, 
: n —2< 5» 1 , ii N m. 



polynomial constructed by the set of equi-distr 
Lemma 9.1 Suppose that 

( / sin27rf7iar\ a-1 
r/j{x) = i V 2m ) ’ 

(°> 


and i/)(* + 1) = tp{x), where a is an integer > 1 
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s 以-”蚓 《 m 1 ’ 1 = 

sup |0( a )(：r)| < 2m7r a (a — l) a . 
x€Gi 

V- M (0) = ^ ( 2 ^) =0. t; = 0,l, --,«-2, 

C(fc)= f 1 ip(x)e~ 2l,ikx dx 
Jo 


(2irik)' 


， …-”( 办-扣 叫， + ^±^J^^ a Hx)e-^ ikx dx 


|C ⑻ I < c(a)fc- Q . 


The lemma is proved. 

Theorem 9.3 Suppose that a is an integer > 1 and P(x) is an approximate 
polynomial of f of the type (9.1) defined by the set of equi-distribution 1/m. Then 

f — P\^ Cc(a, a)n~ ^. 


/£■ 


sup sup 1/ - 
lBf(C) xSG, 


Proof. Take 


/(x) = Cc(a, s)r/< (ii + 士)， 

where is defined in Lemma 9.1. Then we may choose suitable c(a, s) such that 
/ € Ef(C). Since 

/ ( 士 ) = Cc(a ， s)i/i (& + ▲) =0, 0 < “ < m, 1 < i < s, 

so P (丄 )= 0. On the other hand 
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= Cc(a, s)m ~ a+1 = Cc(a, 

The theorem is proved. 

It follows from Theorems 9.2 and 9.3 that the error terms between function and 
its approximate polynomials constructed by using the set of equi-distribution are 
comparatively large. In the following, we shall use the St, set and glp set to construct 
the approximate polynomial P of the function / such that the principal order of the 
error term between P and / is independent of a. 


9.3 Several lemmas 


Lemma 9.2 Let I = (ii, ••• ,l B ) be an integral vector satiating ||I|| > 3 a and let N 
be a number satisfying 1 < TV < ||I||/3®. Then 

V 1 r I ^cfa£)^ 1+e l|I|l- a , if l>a>0, 

||I + m||- a !c(a)*iV«*||ir°, ifa>l. 


Proof. Suppose that 1 ^ a > 0. Since N < ii/3 and 


E 


(ii +mi) Q 





3N 


for s = l, the lemma is true for s = 1. Suppose that k ^ 1 and the lemma holds 
for 1 < s ^ fc. Now we proceed to prove that the lemma is also true for a = A: + 1. 

Obviously, it follows from mi • • • m fc+ i < li ./ fc+ i/3 fc+1 that there exists at least 

an rtii such that m* < U/2, where 1 < i 《 fc +1. Hence 

((“ + 饥 i) … (W + rn k+1 )) a 彡 El + 


where 


- n — n , =rr~. l^i^k + 1 . 

((’l + TO i) … Gfc+i + 饥 fc+i)) a 

Suppose that N ^12 ■•- lk+i/^ k - Then by the induction hypothesis, we have 

((^ + m 2 ) --(i fc+1 +m fc+1 ))« 

< A;!c(«,g) fc JV 1+e ▽ 1 < fc!c(a,£) fc+1 jV 1+e 

、 (Ji-- h+i) a ^ N rh\ +e ^ (Ji---h+i) a 







9.3 Several lemmas 


Suppose that N >l 2 ■■- iit+i/3 fc . Then 

Si ^ <Ti + (72, 


r ^ E -=—~~ / 

1 »Ri<3*JV/la -l fc+1 rha -iti h+1 ^N/ihi (’fc+1 + m fc+l))° 


片 3*jv/i a -i h+ .<mi<JVff» a ...m^Af/*, ((b + m 2 ) ••- (/ fc+ i + m* +1 ))<> 


；^ y ' (治 2 …兩 fc + i) 1-a+t 

匕 »fti<3*W/l* -lj. + i iRa -ffi«. + .<JV/Ai ^fc+l) 1+e 

, c^e^N 1 - 01 ^ 耐 


E 

*n,^3*N/r 3 -r fc+l 


c{a,e) k N 1+e y, 1 c{a,e) k+1 N 1+e 

、 (ii- -ifc+i) a L 负卜、 (/i- T fc+ i) a 

and by the induction hypothesis, we have 


< klc(a,£) k N 1+e 1 fe!c(a,£)* +1 J\r 1+e 

2 、 {h---h+i) a ^ m\ +c ^ ~(/i ••- lk+i) a ~• 

klc(a,e) k+1 N 1+c 


Hence it follows that 


1 (h-lk + i) a ' 

Since Ej satisfies also the above inequality for 2 < i < A: + 1, the lemma follows by 
mathematical induction. For the case a > 1, the lemma may be proved similarly. 

Lemma 9.3 Suppose that a and Q are numbers satisfying 1 > a > 0 and Q ^ l. 
If the congruence 

(a, m) = ^ afcmfc = 0(mod n) (9.3) 


has no solution in the domain 


||m|| ^ M, m^O, 


|m||<g 


^ c{eYQ l - a+e M- 1 . 





370 


Chapter 9 Interpolation 


Proof. By Theorem 7.9, we have 

S < c(eYM-\ 

(a,m)=0(mod n) 11 " 

Hence 

^ ― l — < Q^-a+e 1 

〉 " m ll Q («.m)= 0 (mod n) W 1+e 

The lemma is proved. 

Lemma 9.4 Suppose that n = p and M = (4<(1 + e) + 2)_*p 1_e . Then then 
eciafe an integral vector a = (l.a.-.-a 8 - 1 ) such that the congruence (9.3) has no 
solution in the domain (9.4). 

Proof. Let a = (l,a, _ • • .o 3-1 ). If m ^ 0 and ||m|| ^ M, then the congruence (9.3) 
has at most « - 1 solutions in the range l^o^p(Cf. Lemma 4.5). Hence the total 
number of solutions of the congruence (9.3) in the domain ||m|| < M,m ^ 0 and 
1 < a < p does not exceed 


||m||<M <«.«» i )=o(modp) ||m||^M 11 11 

< (a- 1)(2C(1 +e) + 1)*M 1+ * < p/2. 

Consequently, there exists an integer a satisfying 1 < a 彡 p such that the congruence 
(9.3) has no solution in the domain (9.4). The lemma is proved. 


9.4 The approximate formula of the function of Ef (C) 

In this section, we suppose that a > 1 and use the notations 
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Proof. Clearly, we have 


△f 彡 Ei + S 2 ， 


(9.5) 




Ea = sup |C(m)| 2 . 


It follows by Lemma 3.6 that 


• 令） =1 V' (7(l\ e 2*«(l-m,o)fc/n 

= = S C(r + m )， 

(a,l—m)=0(modn) (a,r)=0(modn) 

|c(m) - IV ； / I < C y]' „ 1 „ 

I n h I ( ..dd n) ||r+m " 

We may suppose that N ^ M/3*. Since 

l|r|| < 2*||m||||r + m ||， 

therefore by Theorem 7.9 and Lemma 9.2, we have 

E C 


||m||<W \(a,r)=0(mod n) ll r + m ll Q y 

1 v r ii m ii° ( 11^11 V 

||m||<W (» ， r 〉 sO(mod n) II*" + (a,r , )=0(mod n) FFll|m||||r^ + m ||； 


< 0^2°*JV a E’ 


E ， E 


(a,0^odn)W (&,r)=0(mod 

li^F) 


< C 2 s\c(a) 9 N 2a [ Yl' 

V (a,r)=0(mod n) 

< ^ C^Ma^YM 


(9.6) 


The E 2 may be estimated as follows. 


=C 2 Y1 


|| m ||-2a+l+ E 
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]j^7 = C^cieyN-^^ 

C7 2 c(e)*Af- ：， °^-i 1,+e . (9.7) 


The theorem follows by (9.5), (9.6) and (9.7). 

Theorem 9.5 Suppose that N = [A/ , »- 1 ]. If the congruence (9.3) has no 
solution in (9.4), then 

△ 2 < Cs!c(o,e) a M _2 i^ +e . 

Proof. Evidently 

△2 ^ Si + Ej, 


where 


and 


Si 


sup 

/€B?(C) 


E 





Similar to (9.6) and (9.7), we have 


Ei ^ Ca\c{a,eyN a M~ a+e = C7s!c(a,e)*M _ ^r i+e 


and 


㈣ 五 

< Cc(e) ， M _2 ^ +e . 


The theorem follows. 

By Theorem 9.4 and Lemma 7.5 (with the notation of §4.6), we have 
Theorem 9.6 Suppose that s = and a = (ci, ••- ， c»). Then 

Ai < Cc(«„a ) e)r»- ( i + >P^ )2 ^ U+e . 

FVora Theorem 9.4 and Lemma 9.4, we have ： 

Theorem 9.7 Suppose that n = p. Then there exists an integral vector & 
(=a(p)) such that 


△i 彡 Cs! 1/2 c(a, eYp~ 。已 。-'” 


9.5 The approximate formula of the function of Q?(C) 


9.5 The approximate formula of the function of Q^(C) 

Introduce the notations 

if Q > 1, 


/i(a)= 


2a 2 


1 + 4a - a 2 ’ 


if 1 ^a>0 


A= sup -E/f-) E e 2 —’—)-/ 

/60?(C) V n / h^a, 

Theorem 9.8 Suppose that N = [M « ]. If the congruence (9.3) 
solution in (9.4), then 

C«! 1/2 c(o,e) , M-^ a ) + «. 

Proof. Let 


r = { — 2 叫 


. if a > 1, 

[log 2 MN~ 1+a f 2 ] + 1, if 1 > a > 0. 


Then by Minkowski’s inequality, we have 

A < Ei + E2 + S3, 

where 


Si = sup /(x) - 
/€Of(C) 


£2 = sup 
/6«5?(C) 


sHL ’ 


Jl 洽⑺石 /—) 
s : 适 o 石叫 L . 


lo<T k=l 、 ’ ||m||<7V 

It follows from Minkowski’s inequality that 


SM sup Y'' \\<p t \\ 2 < C^2 - (a - e)t °- et0 
feQf(C) to>T t 0 >T 



Evidently 


< Cc{a,£Y2-^ a - e)T < Cc(a,e) a M-^ a)+e . 


sup y]" Y] (C t ㈣ -if v> t f^)e - 2 )ri ( m ，令 ))e 2ff< ( m ， x ) 

崎 (o V n ti \ n J J 


E " E c t ㈣ ，叫 


Ct(m) ( 宇 ) 

= - S’ CtO + m) 


||l||<2*||m||||l + m||, 


it follows by Theorem 6.2 that 


cU sup h^" 5 ； Yl C t (l + m)e 2 咖叫 

/€<??(C) || lo<T HmiKiv ( a ,l)=0(modn) || 2 

< sup 5Z Yl' |Ct(l + m)|'j 

/€Q?(C) \io<r (a,l)=0(mod n) / 

心 (。). E ( E’ nrkiF) 
lw<JV + 穿 ， II I' J 

w c(a) ， N。z E’ iir^F 乙 ’ li4 

IIII<-AT (»,l)=0(o.od n) 11 11 r..in- 0 (ii>od n) 11 11 
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By Schwarz’s inquality, 

< sup 

/6Q?(C) || m || >iV \to<T 

< sup 5Z〃 2_eto/2 5Z〃 2eto/2 i CIt ( m )i 2 

/ €Q°(C) || m ||>jv to<T t 0 <T 

<c(e) a sup 2 〜 2 |C t ㈣ I 3 

/ €Q?(C) to$T || m || >Ar 

<c( e )» sup 2et0/2 ll^lll 

/€<??(C) to>loga TV 

<C 2 c(e)* 2 - 2ato+efo/2 

( 0 >log 3 Af 

< CMa’e^iVr 20 "^. 

Hence 


E 2 < Csl^cia^yM-^ 01 ^. 

s 3 < sup Ie^e^(^) e 一咖 ， x - 

1/2 


■ 埜 ) 


v sup ll^tll ^2 1) 

/eQ?(c) t 0>x \||m||<Af / 


<07["2-。*。（ E 

to>T \l|m||<7V 

<Cc(a,e)*7NTi + t2- aT+, f 
< Cc(Q,e)*M-^ (a)+e . 


7V 1+e \ 

mF 7 ) 


The theorem follows. 

From Theorem 9.8 and Lemma 7.5, we have 

Theorem 9.9 Suppose that s = - and a = (ci, ,c a ). Then 

△ < Cc(^,a,e)n- ( > + ^ Ma)+e . 


FVom Theorem 9.8 and Lemma 9.4, we have 

Theorem 9.10 Suppose that n-p. Then there exists an integral vector a(= 
ti(p)) such that 


A < Cs^c^eYp-^ 0 ^. 
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9.6 The Bernoulli polynomial and the approximate polyno¬ 
mial 


Suppose that or > 1. We shall use the Bernoulli polynomials to express the function / 
of Ef(C) as a definite integral over G a and then by the use of the results of numerical 
integration to obtain the approximate polynomial of f. The resuts so obtained are 
sharper than those given in §9.4 for certain values of a. 

Lemma 9.5 If fi e E^{Ci){i = 1,2), then /i/ 2 € E° ： (CiC 2 c{a) e ). 

Proof. Let Cj(m) and C(m) be the Fourier coefficients of /<(* = 1,2) and / 
respectively. Then 


where 

Since 


/( X )= 乙以(11跡广(_) 

n k 

= E (^>(n)C 2 (m _ n )) 

=Ec(in)e 2iri ( m ， x )， 

C(m) = ^2 Ci (n)C3(m - n). 


E 


E 


E 


s m a 


E 


E 


^lnKW/2^ 


( 咖 - 。’ 


therefore 

|C(m)|<|x ； Ci(n)C 2 (m-n)| 
彡 CxCi 

=c?ic 2 n 

•=i 




E 


(ni(mi - «i)) a 
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The lemma is proved. 

Lemma 9.6 Suppose that f has r-th continuous derivatives and f e Ey(C). 
Then. 1 

/(*)= 广亡 /(—(»)<(!/ -工 ㈣ 

J o 

for w = 1, … ， r, where 

<fiv(x) = ^ — 5„({x}) 

in which B v {x) denotes the v-th Bernoulli polynomial. 

Proof. Since 

〆 亡 / (VT) (wX(y -*) 办 

Jo r=0 

=j: f(y)dy+ &\y)B v ({y - x))dy 

=j 。 f(y)dy + — j 。 f {v) (x + y)B v {y)dy, 

the lemma is reduced to proving by induction the assertion that the right hand is 
equal to /(*)• Since 

f J'{x + y)Bi(y)dy = f{x + y)Bi(i/)| - f f{x + y)dy 
Jo lo Jo 

= /(*)-/ f(V)dy, 

Jo 

the assertion holds for u = 1. Suppose that r > v ^ 2 and the assertion holds for any 
positive integer less than v. Since 

B V {1) = Bo ⑼， B' v (y) = vB v -i(y) 

by Lemma 6.6, therefore 

J o ' f {v) {x + y)B v {y)dy 

= ^p-/ ( "- 1) (x + y)B„(y)[ 

- (_1 J 二 j: f^\x + y)B' v (y)dy 

= 洁完 jf / (v_1> (* + y)B v ^y)dy 
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= /(*)- / f(y)dy. 


Hence the assertion holds for w. The lemma follows. 

Lemma 9.7 Suppose that f has continuous derivatives /(x)(*" 1 ， … ， r *)(0 ^ ri, ■ ■ ■, 
r, < r) and f e Ef{C). Then 


/W = f E 

ri, •■- ,r.=0 i=l 

holds for v = 1 , ••- , r. 

Proof. The lemma is true for s = 1 by Lemma 9.6. Now suppose that 8^2 and the 
lemma holds for any positive integer less than s. Obviously / € ■EjL 1 (Cc(t»)). Hence 
it follows by the induction hypothesis that 


/(x) = / S /(i/i,. . .，y-i，*») (TlV ，…， T - 1U ， 0> 

JG — 1 T ll -,r._ 1 =0 


II - x v )dyi - - - dy„-i 


(9.8) 


holds for w = 1, ••- , r. Since 


/(yi, 

=f 亡 /(y) (nv ，“. 〆.〜；：. (Ly. (9.9) 

J 0 r.=0 

by Lemma 9.6, the lemma follows by substituting (9.9) into (9.8). 

Introduce the notation 



Theorem 9.11 

in (9.4), then 


Suppose that a > 3. If the congruence (9.3) has no solutions 


Cc(a,e)*M- 7+e , 


where 7 = min(r, a — r) and r 
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Proof. Suppose that / € Bf(C). Then 

f( x ynr, -,r.r) = (27r*)(n+ "+f)”E C(rn)e 2 ^ m ' x \ 

where r* = 0 or 1(1 矣 i 矣 s). Since 

j (Q<‘ r ) C{m)\ ^ C||m||- a n C\\mr a+r , 

we have /(x) 1 ^ .…， T - r e E°- r (C(2n) ra ), where 

、 a +1 a — 1 , 


And so it follows from Lemma 9.7 that 


/(x) = 


亡 / 


/(y) (nr.-,T. r) J^ (y<-x<)dv 


(9.10) 


Let C(k) be the Fourier coefficient of S r ({i}). Then 丑户⑼ =^ 4 ) (1) for i < r - 2 
by Lemma 6.7 and so 


C(Jfc) = 


B r {x)e~ 2irikx dx 


)( 咖 — [ + | ^f B «(x)e— & 


(2mk)' 

= c(r)\kr 

for kj^O, i.e., fl r ({a:}) e £^(c(r)). Since for any given x, 


U^riVi-Xi) = S - 1 r ^-..^ T . — n fl r Ti ({W-^})e E ： (cm ， 

«=1 ' «=1 

we have 

/(y)< rir --- T - r) n^(Vi-*i)e ^(Cc(a)*) 

i=l 

by Lemma 9.5. The theorem follows from (9.9) and Theorem 7.9. 

For the case a = 2k{k = 2,3, • • •), we have r = a/2 and 7 = a/2. Hence Theorem 
9.11 is sharper than Theorems 9.4 and 9.5. 

FVom Theorem 9.11 and Lemma 7.5, we have 
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Theorem 9.12 Suppose that s = and. a = (cx, - - - ,c s ). Then 
A < (74« 8 ， a ， e)n _( * + 5^ )7+e . 

By Theorem 9.11 and Lemma 9.4, we have 

Theorem 9.13 Suppose that n = p. Then there exists an integral vector a = 
a(p) such that 

△ < Cc(a,e) 8 p-*> ,+e . 


9.7 The if? results 

Lemma 9.8 Suppose that ^ is a real number and is the fc-th convergent of 
Then 

\Qk I 9*9fc+i 
(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 10). 

Theorem 9.14 For any given integer N satisfying n > JV > 1 and any integral 
vector a, we have 


= sup 
/e«f(C 




Proof. Evidently, we may suppose that N > 1. Otherwise we have △彡 C7 for 

/(x) = C. We may assume also that (ai, • • • , o„ n) = 1 and oi = —1. Let pt/(]t be 

the t-th convergent of — = — and N satisfy 
qh n 

1= q 0 < •■- <qk^N< qk+i < • • • < < n. 


Let 

Then 


by Lemma 9.8. Take 


K 


d2Qk - npk- 


\K\< 


n 

Qk+l 


n 

N 


/(x) 



e -2wiAf*i \ 

~ N °~ ) 
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Then 

2 

△ 2 > 53 C(I X 4-TOi,I 2 + m2,0, • •• ,0) + 2 ie^r)^° N ~ 2a 

mimj<AT ^saglg^odn) ' ' 

彡 (C(K + m\,qk^-rn2,0,--- t 0) 

+ C(-K + m u -q k + m 2 ,0,. . . ， 0)) 2 + 

多 C(AT ， 1, 0,… ， 0) 2 + C{-K, 一 1 ， 0,… ， 0) 2 + 

The theorem is proved. 

Theorem 9.15 For any given functions V'n.fcWCl ^ A: < n) and integral vector 
a, we have 

II ， O.* w - 令备 〆. 

To prove Theorem 9.15, we shall need 
Lemma 9.0 The congruence 

dini + « 2^2 = O(modn) (9.11) 

has solution satisfying 

|«i| < Vn, |n 2 | < >/». (ni ， n 2 ) 关 (0,0). (912) 

Proof. Since 

([^ + 1)(KH + 1) > n, 

the number of integer pairs (xi,X 2 )(a ： i, 12 = 0,1, • • ■ > [\/ra]) is greater than n. Hence 
there exist two different pairs and (Og) such that 

aixi + 02*2 = a i x， i + a23 ： 2(niod n). 

Take ni = — x" and 712 = 的 —ij. Then m and na satisfy (9.11) and (9.12). The 

lemma is proved. 

The proof of Theorem 9.15. Let n\,n 2 satisfy (9.11) and (9.12). Without loss of 
generality, we may suppose that nz 5 ^ 0. Then we have 
Ojnifc = —ain^kimodn) 


( 913 ) 
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for any integer k. Take 

e 2 * 

/(x) = C— 

where N = max(|na|, |n 2 |). Then 


2(2n) a N a 


-e Hf(C), 


2{2ir) a N a 


by (9.13) for A: = 1, • • • , n. Let ®i = 0 and 奶 = : — r- Then 

^l n 2| 


’ I。’ Sib。’... 

Hence the theorem follows. 

Notes 

Theorem 9.3: Cf. N. M. Korobov (7]. 

Lemma 9.2: Cf. Wang Yuan [1]. 

Theorems of the type of Theorem 9.4 were first proved by V. S. Rjabenkii [1] and 
S. A. Smoljak [1] and their results were obtained by Theorem 9.7 with 0(p - ^ + i +£ ) 
and N = [p 1 〆 2 ] instead of 0(p +e ) and N = [p 4 ®- 1 ] respectively. Theorem 9.7 

was given by Wang Yuan [1,2]. 

Theorem 9.8: Cf. Hua Loo Keng and Wang Yuan [6,7]. 

Theorem 9.11: Cf. N. M. Korobov [6,7]. 

Theorems 9.14 and 9.15 were proved by Hua Loo Keng and Wang Yuan [7] and 
N. M. Korobov [7] respectively. 




Chapter 10 

Approximate Solution of Integral 
Equations and Differential Equations 


10.1 Several lemmas 

Lemma 10.1 If ^^ XiXj (a^ = aj*) is a semi-positive definite quadratic 
i=l j=l 

form, then 

0 彡 det(a, y ) ^ 

«=i 

Proof. Since the matrix (ay)(l < i,j < s) may be reduced to diagonal form 
(a：。> = A(yij Si^A 1 , lK ： i,j^s, 
where 7 « > 0(1 < i < s) and 

/ 1 0 o-o \ 

十 1 …。…。 

V A,i A,2 A a 3 ■ • • 1 / 

(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 14), we have 

det(oij) = 

and 

a*. = Kli k6 i kX ^ = 7« + ^ 7i< 

j=l k=l J<* 

The lemma follows. 

From Lemma 10.1, Hadamard’s inequality can be easUy derived. 
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Lemma 10.2 Let /3^(1 ^i,j^s) be real numbers. Then 


Proof. Let 


< n YA 


iz fe^***1 x iXj = 亡亡 a 

k=l \i=l / i=l j=l \k=l / i=l j=l 


Then 


det(a ij ) = (det(^)) 2 , 1 < 矣 s 


and 

an = 1 < t ^ a. 

fc=i 

Hence the lemma follows by Lemma 10.1. 

The geometrical meaning of Lemma 10.2 is that the volume of a parallelepiped 
does not exceed the product of the lengthes of its edges. 

Lemma 10.3 Let ^(1 < i,j < a) 6 e real numbers and A s (k) = det(a^)(l < i,j < 
s), where 0 彡 fc 彡 s and 


a' = { 1 + ° 4i, ~ 1 ^ ^ fc > 

J 1 Oij, otherwise. 

Let A a (k) denote the upper bound of\A a (k)\ under the condition [a^ \ ^ "y/s(l ^i,j ^ 
a), where 7 is a constant. Then there exist two constants 71 and 72 such that 


A,(8 — 1) < —, i4,(s) < 72- 

8 

Proof. We express the determinant A s (k) as a sum of two determinants A and B, 
where (1,0, •• - ,0) and (au.aia, ••- ,ai») are the first rows of A and B respectively 
and the other elements of A and B axe the same as the corresponding elements of 
i4 s (A). Then 

A.{k) < A a .!(k - 1) + A a (k - 1). 


If fc > 2, then 


A a _i(fe — 1) ^ A a -i{k — 2) + A a -i(k — 2) 
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and 

A.(k - 1) < - 2) + A.{k - 2). 

Hence 

A»{k) < A a . 2 (k -2) + 2i4,_,(* -2) + A a [k - 2). 

Consequently 

^ 人-*⑻ + ⑼ + … + 九⑼. 

Take /c = « — 1. Then 

九 (s-1) 《士; O ⑼. 

V=1 

Since |a^| < 7 /«, we have 

々 0) < W 2 

by Lemma 10.2 Hence 


从 -1)« ®4 E 

tlsl W=1 、 7 

Using Lemma 10.2 again, we have 


^ ((|1 + aii| a + • • • + |ai*| 2 ) … (|o,i| a + • • • + |1 + o#*! 2 )) 1 ^ 2 


< e r+ ^ = n. 


The lemma is proved. 

For simplicity, we use capital Latin letters to denote the s-dimensional vector. 
Lemma 10.4 Suppose that F(Qi, ••- ,Q r ) G H°,(C)(a > 0). If the quadrature 
formula given by the set A/fc(l < A: ^ n) 


[- ,Qr)dQx -dQr 
Ja r . 

=▲ [ F(Mk, ， … ， M‘) + 0(e(n)) 


holds for r = 1, where e(n) = o(l)(as n —* oo) and the constant implied by the symbol 
°O n depends on C, a, r, s only, then it holds for r >1 also. 
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Proof. We shall prove the lemma by induction. The lemma is true for r = 1 by 
the assumption. Suppose that r 彡 2 and the lemma is true for integers less than 
r. Since F(Q Xl - - - ,Q r ) € H^^C) for given Q r and ,Q r ) € Hf{C) for 

given Qi, ■■- ,Qr-i, we have 

f F(Ql, ■■- . Qr)dQl - - - dQr 


dQr J F(Ql, ■•- ) Qr-1, Qr)dQl - - - dQr-l 




t 


F(M kl ，- ,M^MdQr + 0(e(n)) 


fcll— 


忐亡寧 fcl ，…爲 ) + 0( 咖 ))• 


fcl. … |fcr=l 

and the lemma follows by induction. 


10.2 The approximate solution of the Fredholm integral equa¬ 
tion of second type 

In this section, we shall study the problem of approximate solution of the FYedholm 
integral equation of second type 

•p(P) = A / K(P, QMQ)dQ + f(P), (10.1) 

JG. 

where f G Hf(C) and K G H^ a {C). 

Let 

■ 乂， (U: )n„ 

denote the Fredholm kernel of the equation (10.1), where 


△(A) = det M ，.))， 


We suppose that 


D(X) + 0. 


1 < i,j < v. 

< i, j < n. 
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Theorem 10.1 Suppose that 


sup f F(P)dP - - V'F(Affe) ^ C*c(o: ， s)e(n )， 

/6H ? (<7) \Jg. I 

where e(n) = o(l)(as n —* c»). Let 分 (M*)(l < fc < n) denote the solution 
system of linear equations 

= ^ K(Mj, M k )if>{M k ) + 1 ^ j < n. 

k=l 

Then the solution of (10.1) may be expressed by 

V(P) = f{P) + Wfc)^(M fc ) + 0(e(n)), 

where the constant implied by the symbol “0” depends on X, K and f only. 

To prove Theorem 10.1, we shall need 
Lemma 10.5 Let 


Pi, ■•- ,Pv 
' g v . V Pi, - - ,P„ 


Then 

|D r (A)-i?(A)K^, 

ifr is sufficiently large. 

Proof. By Lemma 10.2, 

Take r sufficiently large such that 

r>(2e|A|C) 2 and 多 < 士剛 . 

Then 


dPi-dP v . 


剛 


-柳 i = £^/ 0 ./( p ：；:::； p ： )奶...机 


of the 

( 10 . 2 ) 


(10.3) 



388 


Chapter 10 Approximate Solution of Integral Equations and Differential." 


•icr +1 (v+i) 乎 mg ^ , iV' 

(v + lJIdAIC)-^/* _ Vu+T \ «/ 


for v ^ r + 1, therefore 

|D(A)-D r (A)|< 


q\|CT+Hr + i ) 乎 f 1 

( r + D ! h 2v 

〆 2(e|A|C)^ 1 ^ 1 

^ ( r TT) 午々， 

The lemma is proved. 

Lemma 10.6 There exists constant tiq = no(A, K, f) such that 


for n 


Proof. Choose r satisfying (10.3). Let 

MA) = l + t^A-i ± < 泛 :::::: 忠 ). 

H=1 k, k.. = \ ' x 


fel. •■- .*»=1 

Then in a way similar to the proof of Lemma 10.5, we have 


|A(A)-A r (A)K 


E K ( 

>=p+l ki,— ,fev=l ' 


M fcl • • • , Mfc„ \ 
(M fcl ， … ,M fc J ； 


(|AjC) v 〆 2 ^ 




^ E 

v=r+ 

The quadrature formula 

1 /( U :) 奶…讯 

holds for u = 1 by the assumption of the lemma. Since 

K ( Pu -]Pv ) e H -»(Cc(v, a ,x)) for K(P,Q)e H? 9 (C), 
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therefore it holds for v > 1 by Lemma 10.4. Hence 

邸)养自辛 (乂， ( U : ) n - 

where the constant implied by the symbol “O” depends on A, K, f only, i.e., there 
exists constant no = no(A, K, f) such that 

|D r (A)-A r (A)|<i ； 
for n > no- Then by Lemma 10.5, 

P(A) - A(A)| < 剛 - D r (A)| + \D r {\) - A r (A)| 
+|A r (A)-A(r)|<| ： ^i|Z?(r)|. 

Hence 

|A(A)| > |D(A)| - |D(A)|- A(A)| ^ i|D(A)|. 

The lemma is proved. 

Lemma 10.7. Let ip(P) denote the solution o/(10.1). Then 
^P)£H^c(X,K,f)). 

Proof. Since 

<P(P)~ f(.P) = A f AT(P, QMQ)dQ, 

JG. 

therefore 

|(V>(P) -/(P)) (a ， …， a) K 益 |K(P ， Q)(«，.，°)1 |A|jT | V (Q)MQ 

Hence 

<p(P)-f(P)eHf(c(\,K,f)) 

and so 

V>{P) = f{P) + MP) - f(P)) € HT(c(X,K,f)). 


The lemma is proved. 
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The proof of Theorem 10.1. It follows by Lemma 10.7 that 
K(P,QMQ)eHT(c(\,K,f)) 

for given P. Hence 

<p(P) = K ( P , M k )<p(M k ) + f(P) + 0(e(n)) 


(10-4) 


= + f{Mj) + 0(e(n ))， 

From (10.2), we have the system of linear equations 

Zj = 53 a i kZk + b i' 1 ^ ^ n > 

fc=i 

where 

Zj = V>(Mj) - 

o.jk= -K(Mj, Mfc), 


bj = 0(e{n)). 

Let Afc(A) denote the determinant obtained from A (A) by replacing its A^th column 




Mk)) 


Then we have 


(&!,••• ,b n y. 




When n is sufficiently large, we have 

|A(A)| > 士剛 I > 0 

by Lemma 10.6. Further more since 
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therefore by Lemma 10.3, we have 

!«*<» 

<7 2 |M + if：N = o( e ( n ))， 

fc=l 

where Bk denotes the cofactor of bk in Afc(A). Hence 

Zj = 0(e(n))，1 < j < n. 

Substituting into (10.4), the theorem follows. 

Especially, let Affc(l ^ A: < n) be the sets introduced in Chap. 4. We obtain 
various approximate formulas for the solutions of the equation (10.1). 


10.3 The approximate solution of the Volterra integral equa¬ 
tion of second type 

In this section, we shall study the problem of approximate solution of the Volterra 
equation of second type 


<p{x )= 


y)ip(y)dy + f(x), 


(10.5) 


where / G Hf (C) and K(x,y) e H®(C). 
Introduce the notations 




2a 2 


I 1 + 4a - a 21 
9=[p^], 
q= 


if a > 1, 
if 1 ^ a > 0, 


⑷ =H e -2»i( mi +m 2 a+ … 

.[ X 「…广 1 ... dx v . 

Jo Jo Jo 
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Theorem 10.2 There exists an integer o(= a(p)) such that the solution of (10.5) 
may be represented as 

咖 ) =f(x) + $ ， •^ ⑷尺 卜会 ) K … 

• K (c~r £ V^) / ( 2 ~r) + 0(p-^ (Q)+e ), 

where the constant implied by the symbol “O” depends only on K, f, e. 

Proof. The solution of the equation (10.5) is given by the Neumann series 

¥>(*)= /㈤ + D <Pv(x), 

i/=i 

where 

r* r^i r^v-i 

<Pv(x) = I / •• • / Rydxi - - - dx v 

Jo Jo Jo 

and 

Rv = Ru(.x,xi, ■■- ,x v ) = K(x, xi)K(xi,x 2 ) - - - K(x v -i, x v )f{x v ). 

Since Ry € fl'f + i(2< a+1 )( ,,+1 )C ,,+1 ), we have 

|¥>„(a0| < 2( a+1 >( v+1 >C« +1 厂广 … 「一 dxi _ <h: v 

Jo Jo Jo 

2(<»+i)(o+i)^ti+i 


J2 

»=<?+! 




Sv = S v {x,Xi, ••- ,x v ) 

诘 4 分 ㈣ …貯宁篇 

• > : g—2w«(mi+maa+-"+»n»o ， ,,-1 )fc/p+2wt(mi*i+—+m„*„) 

Then it follow from Theorem 9.10 that there exists an integer a(= o(p)) such that 

|| 艮 - 5„|| 2 < CT+^a, e)* ,+1 u! 1 / 2 p- ,，(Q)+e/2 
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卜 (a:)-/ ■■■ J 5„da：x 

^ J ' " J — S w |da：i … ditj 

< (/ ... j dxi...dx v ) H-ffv - 5u||2 


<C w+1 c(a,e) ,, p- ,l(a)+e/2 . 


The theorem follows. 


10.4 The eigenvalue and eigenfunction of the fVedholm equa¬ 
tion 

For f(x) = 0, the FVedholm equation of second type 

<p{x) = A / K{x,y)tp{y)dy (10.6) 

Jo 

is called the homogeneous equation. If there is a A such that (10.6) has a non-zero 
solution then A is called the eigenvalue of the kernel K(x,y) and ^p{x) the eigen¬ 
function of K(x, y) corresponding to A. The maximum number of linear independent 
eigenfunctions over the complex number field corresponding to an eigenvalue A is 
called the multiplicity of A. 

In this section, we suppose that K(x,y) > 0 and K{x,y) = K(y,x) for (x,y) € G2 
and that K(x,y) 6 H^{C). We shall study the problem of the approximate solution 
of the least eigenvalue and its corresponding eigenfunction of the equation (10.6). 
First, We shall mention some well known results for the integral equation (Cf. V. S. 
Vladimirov [1]). 

Lemma 10.8 The equation (10.6) has eigenvalues. The number of its eigenvalues 
is denumerable. The eigenvalues are all real and have no finite limit point. Moreover 
the multiplicity of every eigenvalue is finite. 

Now we arrange the eigenvalues of the equation (10.6) according to their absolute 


values 


|Ai| < |A 2 | < 


(10-7) 
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where if A has the multiplicity then it will appear k times in (10.7). The corre¬ 
sponding eigenfunctions are denoted by 

Without loss of generality, we may suppose that 

llVtlla = 1. * = 1,2,-... 

Lemma 10.9 Ai is positive and simple and ipi(x) > 0(x e Gi). 

By Lemmas 10.8 and 10.9, we have 

0 < Ai < |Aj| 在 •. •. 


Suppose that / € Hf(C) and / is a non-negative real function satisfying ||/|| 3 = 1, 
for example f{x) = 1. Then it follows by Schwarz’8 inequality that 

0 < ci = f f(x)ipi(x)dx ^ 1. 

Jo 


Denote 


and 


where 



Lemma 10.10 


and 


0“-A “ 罕 • 令 ( 為 ） , 02 

11^.-Villa , Ol- 


Introduce the notations 
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，… 

and 



Theorem 10.3 Suppose that the congruence 
*+i 

diVii = 0(mod n) 

i»l 

has no solution in the domain 


wn < M, (mi, •... ,m i+ i) ^ (0, ••- ,0). 

Then 

+c(K,f,e)M~^, 5>2 ( 10 . 8 ) 

and 

I 罕 — 灼 ( 4< 今 2( 岛 ) +c(if ’ / ， e)M --' 01 . (10.9) 

Proof. Since 

R, e H a +i(2 (Q+1)( * +1) C ,+1 ), Rt e Hf +1 (2 2 (°+ 1 )(*+ 1 )^* +1 )), 

we have 

\\\R.\\l-^\<c{K,f,e)M- a+t 

by Theorem 7.9 and so 


I ||«.||a - R.\ < c(K, f, e)M—+«. 

Since = c(K, f) > 0, we may suppose that R a = c(K, /) > 0. Hence 

- ill^lladlfi.-illa - R.-i) + ||^-i|| 2 (^- \\Rsh)\ 

c(KJ) 


I — 




< ： c(K,f,e)M~ a+c . 



396 Chapter 10 Approximate Solution of Integral Equations and Differential... 

Consequently, (10.8) follows by Lemma 10.10 and 

By Theorem 7.9 

|jT fl«dx--R；| < sup |jf R.dx - I < c(K,f,e)M~ a+e 
and so by Minkowski's inequality, we have 

一 — 1 2 < <K,f) 卜乂 R„dx- ||A,|| 2 A；|| 

= c(K,f) ||^.(£ + R ： (R a - ||i2.|| 3 )|| 

< c (at ， /) ( 卜(乂 - _r:) |L + \\ R ： ( R .~ ii 凡 iw|| 2 ) 

<c(K,f)M~ a+c . 

Hence (10.9) follows by Lemma 10.10 and 

The theorem is proved. 

10.5 The Cauchy problem of the partial differential equation 
of the parabolic type 

In this section, we shall study the approximate solution of the parabolic equation 
du f d 2 d 2 \ 

dt = {d^ + "' + dxl) Ul 
0 < t < T, —oo <x„ < oo(l < w < a). 

Suppose that the initial condition is 

ti(o ， x) = /㈨ e Ef(C). 

where a > 1. 

Theorem 10.4 If the congruence 

(a, m)= 工 = 0 (mod n) (10.10) 

t=i 




Since 


C(t, m) = ce-4* a (m ， m)t. 


C(0, m) = C(m), 

where C(m) is the Fourier coefficient of /(x), therefore c = C(m) and 
C(t ， m) = 

Hence 

«(t, X) = Z(7( m ) e -4» a («» ， n0t+2 1 ri(m.x> 


u(t,x)~ ^ e -4-(m,m)t + 2 w i(n»,x) 

||m||<Af fc=l 、 n / / 
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，； Ilmll^W 

By the argument of the proof of Theorem 9.5, the theorem follows. 


10.6 The Dirichlet problem of the partial differential equation 
of the elliptic type 


In this section, we shall study the approximate solution of the elliptic equation 




( 10 . 12 ) 


Suppose that / € E°(C)(a > 1) and / is an odd function with respect to each variable 
and that u(x) = 0 if x belongs to the boundary of G 3 . 

Introduce the notations 


0 < w < 1, 

and 

j? ㈨ =f B(m)C(m)e 2 ^ m - x \ (10.13) 

where C(m) is the Fourier coefficient of / and B(m) satisfies 

|s<m)| 5 Iiir' 

Theorem 10.5 Suppose that s ^ 2. If the congruence (10.10) had no solution in 
(10.11), then 


sup u(x) - & / (#) 矽办 ) ^ Cc(a,a,e)M v ^) +e , 


where 
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. 2iri(in ， x_ 兮） 

and N = [Af . 

To prove the theorem, we shall need 
Lemma 10.11 If ai >0(1 ^ i < a), then 

(ai--a a )V^gL±- + °» 
s 

(Cf. Hua Loo Keng [2], Chap. 20). 

Lemma 10.12 If the congruence (10.10) has no solution in (10.11), then 

s= S 卜 '§ ， (S)«(*)| 

< Cc(a,u, s ， e)A/ _v ( a ， w > +e , 

where 

Xk(x) = ^ J2 S ㈣ l^k^n. 

\\m\\<N 

Proof By (10.13), we have 

S «E 1 +E a . 

where 

E!= E 1 响 | 卜 )- 泛 /(^) £ 土 ^| 

IlmlKAT I *=1 ^ n / 

and 

E 2 = E |5(m)l|C(m)|. 

Since 
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(Cf. §9.4), we have 


P°*a w l 1 

^ 2-*_i («,l)=^mod n) ^ + 

[logjJV] 

5 ： x ： E' irap 

fc=0 ||mH<2-*Af («4)S0 (mod n) 11 11 


^ Cc(a, «)iV Q -' 


pog 2 An 

** E 


2 —(<*—«)fc v ' I 丄 

(a, 1)^0 (mod n) 


< Cc{a,s, e)N a - u M~ a+e V] 2 - ( a 〜) * 

k=0 

< Cc(a, u>, s, e)M- v ( a -^ +e 

by Theorem 7.9 and Lemma 9.2. Take e < a - 1. Then 

l|m|1 一 Hm|mm||i+« 

$ CN - a -u,+i+c J- | [m || 1+< 《 Cc(8,e)M~ v ^ +t . 

The lemma follows. 

The proof is of Theorem 10.5. Let 

ff(x) = [^(nOC^nOe 2 咖， x )， 
where C(m) is the Fourier coefficient of / and 

( 0, if m = 0, 


■B(m)= 


47r 2 (m, m) ! 


if m ^ 0. 


(10.14) 


We shall prove that g{x) is the solution of (10.12). Since /(x) is an odd function with 
respect to each variable, therefore 


and 


C(0) = 0 

C(mi, -- ,my, ■■- ,m s ) = -C(mi , ■■-，-•• - ,m a ). 



It follows that 

(备 + ... O E ,c (— 2 咖， x> =/(*) 

and 

g(xi, -, -x v , - - - ,x,)= _士 ^^y e2>r<(m ， x>-4 *‘ mv3!tl 

Hence ^(x) is a solution of (10.12) and vanishes on the boundary of G a , i.e., 
u(x) = g(x). 


For m 7 ^ 0, we have 


(m,m) > a||m|| 2/8 


by Lemma 10.11 and so 


I 石 ㈣ I < ^ 


、 47r 2 a||m|| 2 /*' 
by (10.14). Hence the theorem follows by Lemma 10.12. 


10.7 Several remarks 


1. We may also use the method of §10.2 to treat the problem of the approximate 
solution of the Fredholm integral equation of second type, if 《 e B^s and / 6 B t . 

2. The method of §10-3 may be used to treat the problem of the approximate 
solution of integral equation of the type 


V»(*i 


，• - ,x,+i) = / •••II •■■I 

Jo Jq Jq Jo 

■V(yi, … ,Vs+i)dyi - - - dy,+i + /(*i ， • •. ,x s +i), 


<V»+i) 


where a > 0 and / > 1 and where / € Hf +l (C) and K € H^ a+l ^(C) (or / € B a+ i and 
K G Ba(»+i))* 

3. We may also use the method of §10.3 to treat the problem of the approximate 
solution of the Fredholm equation of second type, if A is sufficiently small. 
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4. The method of §10.3 may be used also to treat the problem, of the approximate 
solution of the linear parabolic equation 

= (自备) x ) 

+a(t,x)u(t,x) + 

0 < t < T, —oo <Xi < oo(l < t < «), 
where u(0,x) = 0 and ai, a and / belong to fff +1 (C). 

Since the solution of the partial differential equation may be represented as the 
solution of the Volterra integral equation, it is given by the well-known Neumann 
series and so it may be represented approximately by a fintite sum. 

5. The method of §10.4 may be used to treat the problem of the approximate 
solution of the eigenvalue and eigenfunction of the homogeneous Rredholm integral 
equation of second type 

V(P) = A / K(P,Q)<p{Q)dQ, 

Jg. 

where K(P,Q)e H?,(C) or K(P,Q)eB 2t . 

6 . The number theoretic method may be used also to arrange the experimental 
design and to find the optimal points of a function in a bounded reqion. 

Notes 

Theorem 10.1 was first proved by N. M. Korobov [3, 7] for the functions / € E°{C) and 
K € ®2,(C), where a > 1 (Cf. also I. F. Sarygin [1], Wang Yuan [2] and Hua Loo Keng and 
Wang Yuan [3, 6, 7]). 

Theorem 10.2 is an improvement of an earlier theorem of Yu. N. Sahov [1, 3] (Cf. Wang 
Yuan [1, 2] and Hua Loo Keng and Wang Yuan [3, 6, 7]). 

Concerning the eigewalues and eigenfunctions of the FVedholm equation, we refer also 
Yu. N. Sahov [2]. 

Theorem 10.5 is an improvement of an earlier theorem of N. M. Korobov [7] (Cf. Wang 
Yuan [3, 4J). 

Concerning the problems stated in §10.7, we refer N. M. Korobov [7], Hua Loo Keng and 

Wang Yuan [3, 6, 7], E. Hlawka [4, 5], V. S. Rjabenkii [2], Wang Yuan, Zhu Yao Cheng and 

Jian Yun Cui [1], V. T. Stojancev [1], Xu Guang Shan [1] and Wang Yuan and Pang Kai TW 
[1]- 









Appendix Tables 

We use the notations (Cf. §8.1) and /»(n,h) = min ||m||, where m runs over the 

integral vectors with m / 0 and (h, m) ^ 0 (mod n). 

Table (1) is given by the Fibonacci sequence F m (= Fa, m ), i-e. 

W — Fmi h = (1, Frn—l^' 

Tables (2) — (12) are given by the methods of Chap. 8 (Cf. §8.8). In table (11), the h(n) , a 
coresponding to s = 12 and 13 are obtained by neglecting the components and h \4 

















Appendix Tables 


1, 220 
1, 459 
1, 626 

1, 958 

2, 440 

3, 237 



319 

256 

572 

202 

638 

456 


ha 

^610" 
373 
712 
696 
1, 002 
1, 107 
1, 054 
1, 997 


P(". h ) 

ioi" 

114 
140 
162 
216 
252 
308 
390 
460 
364 
400 
396 
58S 
570 
1, 084 
1.978 


Wi»(n,h) 
3.6308 x 10~ 3 
2.9263 x 10- 3 
2.1506 x 10 -3 

1.5620 x 10 -3 
1.0313 x 10~ 3 
7.0670 X 10-* 

4.5620 x 10“ 
3.3527 x ltr 4 
2.3416 x 10 -4 

1.7 x 10~ 4 

1.3 x 10~ 4 

6.4 x 10-® 
3.0 x 10~ 8 

2.1 x 10 -8 

9.8 x 10 _a 

4.1 x 10 _e 
3.33 x 10 -6 
1.23 x 10-® 


Continued 

W4(r»,h) ■ 

1.1552 x 10~ 7 
9.7463 x 10~ 8 
4.4293 x 10-* 
2.2093 x UP 8 


8.5161 x 10~ 9 
4.9006 X IQ- 9 


4.6664 x 10 -1<1 


4.0 X 10- lc 


2.5 x 10- 10 


3 (a = 4, /»i = 1) 
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了 2 x-»l 

V_OIX»IO 

XI xs 
?2 x n 

s—2xelt 
e—OIxs 
?OI x S<N 
e-3 X z-rf 

e_3 X 9-.# 
p«_0I x -«?I 

n-sxrl 

8 - 01 x 3 

e—OIxv •” 

I—ol xlon 

p 


nIOI x ooo 

l-s X Z.I 
I- 0 I X9.1 
70 Ixrf 

I- 0 Ix<o .， 

t_01x9.i 

--SX6.6 


i -i i 


so 

~Jl 


srt -w 
~~^1 


<MC)*>M (q-u ) 多 (qc)Q- 


(V -v*8 = *) Z 













Appendix Tables 














Appendix Tables 














Appendix Tables 


TOIXO.Z «寸 olxrt sxo.e 0« X p (q*e},yM 

olxlmSI xg.t JOIXreo%X9.9 SOIX6.I (qc)*/M 
m -Ee 萏 or§US §«uy 


•{I=<-II=<0)01 
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JS X X J ： ^ X 


01 X 5 
2 X 0.1 


eol-lx o.e 

1-2X9W 

0IX6.9 

olxs 
ts-ssi 

I -i ^ 
26t-*6 卜-一 
se -SZZM 

ttz - 卜 8 

26U5U 

si *Z 8 -I 

SS003 -t 

zofne *t 
ISS. 6 S *1 
SW >zlN 
m -sle -s 
leeow -e 


01 x I.l 
HOI xws 
00.1 

%I x 2 
To- X 2 

olxrs 
sw -i 

I -i 
B -i 

098 'St -t 

stNSI 

ss -i 
9I0-Z9S 
SEE - 9 et- 

f -Ns 
US 20 

豸- s 
i -SI 
1 -®8 


01 x 9.E 

solxs 


S0IX9.S 
2 

801XE.I 


zorHX f.l 

eOIXZ.6 

s XW.Z 

E0IXIC4 
0IX2 

eolxrs 
1 
§•11 


82 X 2 
> 01 X 2 

oi x z.e 

eotxI-e 

SX2 
«0- X p 
0 




sOI xs 
♦. 2 x g.e 
8 S xla.t 

no- X s 

0IX6.9 

C 01 X 2 
51 


§ 


-2 


90 卜 003es§ .1 


„(I = *v>IMreI H s) u 
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12 (a = 15,16,17,18,fti = l)* 
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关于均匀分布与试验设计（数论方法 )* 

王元 方开泰 

(中国科学院数学研究所）（中国科学院应用數学研究所） 


§ i .问 题 

在一项试验中，若有 S 个因素，每个因素各有 g 个水平，此处 g > 1，这种试验 
常采用正交试验法 W , 所需试验次数为 n ? 2 , 此处 r 为自然数.当 9 较大时（例如 
q >9) 就需要做较多的试验.因此需要找一种多因素、多水平而试验次数又较少的 
设计.为此本文提出均勻设计. 

设有 s 个因素，每个因素各有个水平，如果所有可能的试验都做，则共有 
种组合，正交试验法是从这部分点中选取 n ? 2 个点.均匀设计则是利用数论中一致 
分布的理论选取 g 个点.在某些实验应用中表明，均匀设计比正交设计更为方便. 

§2. 布点方法 

1. 取整数 0*(1 < t < s ) 满足 ai = 1,1 < Oi < q (2 < i < —，叫 〆 a/i # j ’） 及 
p 、 c 、 d 、( oi ,^) = 1(1 ^ ^ a ) 则布点形式为 

Pn { k ) = ( kai , ka2 , , ka m )( modq ), k = 1,2, ••• , q . (2.1) 

显然 s 彡 咖)' 此处 v ⑷为 Euler 函数，即不大于 g 且与 q 互素的自然数的个数， 
这以<?)个数称为模9的缩系.所以如果确定水平数为则 vKg ) 表示用 （2.1) 式的 
点列安排试验的最多因素个数.我们用 a = 表示对应于 (2.1) 式的整 

向量. 

引理 2.1 假定 q = Pi 1 - 此处 pi <… < p m 为素数，则 

点 ). 

今后我们用 P 表示素数，由引理 2.1 可见 v >( g ) ^ q -1, 且只有当 g = p 为素数 
时取等号.选择 ai ，… ，知 的原则是下节所述的一致分布理论.但当 ^(9) 较大时， 

7原栽 {科学通报》 第2期，1981年，65~70. 
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从缩系中挑选叼，…， a s ，共有^种可能性（因为屮=1)，计算量仍很大. 

2. 当 g = p 时，建议用下面的点 

Q P { k ) = ( fc , kb ,- , fc 6* _ l )( modp ), fc = 1,2, ••- , p , (2.2) 

此处 6 为适合于1 < 6 < p 且 _ 6 J ( modp)(t ^ j) 的整数，所以我们常常取 b 为 
原根,我们用 6 = (1, 6, ••• .6- 1 )表示对应于 （2.2) 式的整向量. 

3. 当 g = p _ 1时，用 （2.2) 式去掉最后一个坐标，往往比直接用模 9 的缩系， 
由 (2.1) 式形式的点造表更好. 

§3. — 致分布 

命 G a 表示 s 维单位立方体，命1 < m < n 2 < •.. 表示任意一个自然数列及 
Rn ,( k )^ (4,， • ，十 >(*0)(1 

表示 G , 中的点列.对于任意 r = ( n , - - , r .) eG .,# N n ,( r ) 表示适合于 
0 < x \ n , \ k ) < n (1 < t < a ) 

的点 ^,(*)(1 < * < n ,) 的 个数. 如果当 oo 时有 

黑卜。⑴， 

此处 | r | = 则称点列序列{瓜,(*)}(1 < n ! < r » 2 〈…） 在 G , 上一致分布 • 

i=l 

略去指标〖，命 


D ( n ) 称为 ^){1 ^ k ^ n ) 的偏差,则我们要选择 a 及&使点列 


({f-- 


(3.1) 

(mfh- 


(3.2) 


所对应的偏差尽可能地小.我们用 £ Kg ， a ) 和 D { p , b ) 分别表示 （3.1) 和 (3.2) 式的 
偏差.形如 (3.1) 式的点首先是 kopo 6 oB ⑵与 HlawkaP ) 引进的，形如 (3.2) 式的点 
则为 kopoeoBW 所引进. 
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命沄= max ( l , | a :|), || a ;|| =心…元 s 及 ( x , y ) = 表示向量 a ; 与 y 的内 


积. 


引理 3.1 ( Erdos - Turan - Koksma ). 设> 0,整数 /i > 2,贝 ! j 


■°( n ) = 


||7rm|| 




此处 E ' 表示求和号中去掉 mi = • ■ • = m a = 0 —项（证明见文献 [5 j ). 
引理 3.2 假定 ( oi , q ) = 1(1 < i < «)，则对于任何整数 r > 1皆有 


一 (《£—•> II 讓 (0) ii : 

-«/a>m{ 0) <«/3 




(证明见文献 间). 

由引理 3.1 与引理 3.2 可得 
引理 3.3 D ( q , a ) = [ 

(a,m)soi， 

引理 3.4 设1€(0，1),贝 i 


( nm ) 


hO ( q~ l (In qy ). 


E - 

lml<g 


iX /nffi = 


- ln(2sin7rz) H 


叫 ㈤’ 


此处 | tf | < 1 及 <®> = min ({ x }, 1 - {*}), 其中 { a } 表示 ar 的分数部分. 

定理 3.1 

D { q , °) = ^ 53 FI ( 1 ~~ ln ( 28in7r {~})) -l + 0( g _1 ( lii 9 )*). (3.3) 


* fc=l u=l 

证由引理 3.1, 3.3 与 3.4 可得 

e 2vi(a,m)k/q 

II 讓 II 




-l+Oiq-^hiqy) 


fc=l lrmKg/2 


issc-> 卜 ] 宁 }))- 


、 k=l y=l 

+ 0( g - 1 ( lBq ) a )+0( q ~ 


E 




k=ou=i q/JL-y 
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=-[ ^1 — — In (2sin7r - 1 + 0(g _1 (lng}*). 


定理证完. 

在 (3.3) 式右端的第二项与第三项分别是 -1 与 OOrMlng )，） = 0(1)( 当 g — 
oo ). 所以比较诸 D ( q , a ) 的大小即归结为比较 

Di(g ， a) = |gn ( 1_ f *"( 28 ^{¥})) 

的大小，但当 g 较小时，诸 Di ( g , a ) 不易分辨，所以我们引进 


她。 ) = ^|；5 [ 1 ( 1 - ’ 


此处 a^fc e aJb(mod9),l < Ovfc < g(l ^k^q), 并规定 三 g(mod q). 

定理 3.2 jDa ( g , o ) = Di ( q , a ) + 0( q _1 ( lng )*). 

证显然 

D 2 ( q , a ) = J + 0{ q ~ l (] nqy ), 


此处 

由于 




n C > ( 2sin7r2 f)) _ n G _ ■ 111 ( 2sin,r ^fi)) 
=§ [S C 卜命 )) 立 O ( 2sin7r 〒)) 
-爲 C - * in 卜洁 )) 立 0 - ■ ln ( 2sin7r 〒))] 
=gn C - * in (2“ 浩 )) 立 C -卜 ( 2sin7r T)) 

x (>(2— 赁 ) -fin ( 2 “〒)） 


• In (2sin7r^^) - • In (28in7r2 


及 
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2 广 

= ; L 


dlnsin7rx = 0( 


所以 


从而 


V ㈣ , 

n (1 - ( 2 ™-t)) - nO "- 1 " ( 2 — 洁)） 


-o E - 


㈣ 


(Ing )- 1 


\ D 2 ( q , a )~ J \ = 0 


、 1 茲翁勹 

= 0(q~^ 


(ing)-). 


定理证完. 

使 D 2 ( g ， a ) 及 D 2 { p , b ) 达到极小的整数向* a 与 b , 即可用来构造点列 （3.1) 
与 （3.2) 式，即点列 （2.1) 与 （2.2) 式，用它们安样试验的方法称为均勻设计 

§4. 均匀设计表 

由于同余式 ( o , m ) = O(mod q ) 可以写成 a ~ 1 ( a , m ) = O ( modg ) 及 ( b , m )= 
O ( modp ) 可以写成 b ~ a +1 ( b , m ) = O ( modp ), 所以在比较 Z ? 2 ( 9 , a ) 或 Z > 2 ( p ，&) 时，工 
作童还可以减少. 

1. 当= ? 采用布点 （2.2) 式，去掉最后一点，即得到对应于 9 -1 的均匀设计表， 
所以表 4.1 实际上给出了 g = 4,5,6,7, 10,11,12,13,16,17,18,19,22,23,28,29,30,31 
的均勻设计表. 

2. 适合于4 < ? < 31的正整数，除上述外，还有 g = 8,9,14,15,20,21，24,25,26, 
27,其中 g 为偶数的均勻设计表，可以由奇数 g +1 的均勻设计表去掉最后一个试验 
点来得到,故只要给出 g = 9,15,21,25,27对应的均匀设计表（表 1) .当 g = 9,15,21 
时,采用点列 (2.1) 式，当 g = 25,27时，由于 modq 有原根，故采用点列 （2.2) 式， 
结果见表 2. 

3. 例：取 s = 4 ，g = 5,则由表1可得点列 

(*, 2 k ,2 2 k ,^ k )( mod 5), 1 彡 fc 彡5， 
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或列成表3的形式，其记号 C / s (5 4 ) 是类似于正交试验法中的 L 25 (5 8 ). 

均匀设计的数据分析，常借助于回归分析或逐步回归. 


表1索数及 p — 1的均匀设计表 
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应用统计中的数论方法（ I )* 

王元 方开泰 

(中国科学院數学研究所）（中国科学院应用數学研究所) 

(纪念數学年刊创刊十周年） 


提 要 

本文将给出數论方法（伪蒙特卡罗方法）在某些特殊区域，例如立方体，球面， 
球，单纯形等上的连续多元分布的概率与矩的数值计算问题上的应用，在此我们将 
给出这些区城中的均匀分布点集.这一方法还可以应用于试验设计、模拟、几何概 
芈与最优化. 


§1.导 言 


概率与矩的数值计算问题实际上就是数值积分问题.多重积分近似计算与最 
优化的数论方法（或伪蒙特卡罗方法）基于一致分布（或均匀分布理论.命 
K = [aix&i]x--.x[a, ， &j] 为 ■/?* 中的一个立方体， i>= (6i, ••- ,b,)',x = ( xy , ■■- , x a Y 
及 F (*) 为尺 上一个连续单调分布函数且满足 F ( b ) = 1及当至少有一个 *< = 
叫时， F ( x ) = 0. 注意与心可以分别取 - oo 与 oo , 我们用 x 彡6表示 
Xi < bi(i = 1,••- , a ). 对于 /iT 中一个点集 i 3 = = 1,…， n ) 及一个立方体 

G = [ oi , n ] x ••• x [ a ai z .], 此处 * 《6,命 N ( P , G ) 表示 P 中适合 x k € G 的点数， 

8up|- ( ^ - F(x)| = D F ( n , P ). 

D F ( n , P ) 称为 P 关于 F (*) 的 F - 偏差. 若 = ( x ^\ • • • , a ^) 为夂 中一个贯，其 
中当 n -> 00 时 fc n -► OO , 及当 n — OO 时 DF { kn , P ) = o ( l ), 则称 Pn 为 一致分 
布贯. 若 K = I ' 此处 J = [0,1], 及 F ( x ) 为 I a 上的均匀分布，即 F { x ) = 

贝! J 在上面记号中可以略去 F (见 Weyl[12], Hlawka 与 Much [5] 及 Niederreiter [9]). 


♦ 原载“败学年刊”， 11 B , 1, 1990, 51〜 65. 

这一工作受到中国国家自然科学 S 金及中国科学院的基金支持. 
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若/> = { x k ,k = 1, …， n } 为尸 的一个集合及有偏差 D ( n , P ) 或简单记为 
D ( n ), 又若 /( x ) 为在 Hardy 与 Krause 意义下的有界变差函数，且有全变差 V ( f ), 
则 „ 

| 人 f ( x)dx - ^ Xl /(® it ) 卜 V { f ) D ( n ). (1.1) 

(见 Koksma [7], Hlawka [4], 华罗庚与王元⑹ .） 

命 D 为中的一个区域（例如球、球面、单纯形等)，在本文中，我们将更多 
地阐述积分 

i=J D nz)dv ( 1 . 2 ) 

的数值计算，此处 dt ; 为 D 的体积元素及 D 有一个参数表示.首先我们可以用一 
个变换将£>上的求积公式变成/»上的求积公式.此处 t 为 D 的维数.另一个处 
理这一问题的方法为利用 D 上的一致分布贯.我们将从的一个一致分布贯出 
发,然后导出关于某些分布函数的 u . d 贯,特别是关于某些特殊区域（球，球面，单 
纯形等）的均勻分布函数的 u . d 贯，这些贯在模拟，几何概率，试验设计及统计中 
的许多问题中都经常被用到，更多的细节将在同样标题的下一篇文章中讲述. 

Z ? 上 u . d 贯的另一个应用为最优化，命 /(*) 为 D 上的一个连续函数，我们 
欲求出它在 £) 上的全局极大值 M . 关于这个极值问题有许多梯度法可以处理（见 
Avriel [2]). 但不幸地是只有很少情况下才能得到全局极大，而当/非单峰及 D 的 
维数较大，例如 > 5时，一般只能得到一个局部极大.这是由于一般说来,解答依赖 
于初始点的选取.因此我们用下面的程序来寻求 M 的近 似值： 

mi = 

{ mjt ， 当 /(* k + i ) ^ nifc , 

/( x *+ i ), 当 /( xfc + i ) ^ m fc , 

此处为 D 上的一个 u . d 贯•即 ' ={ xi , •• - ,3：„}为 _ 个 u . d 贯. 
经过 n 步之后，若 /(*) 适合某些正则条件，则可以相信 m „ 接近于 M . 我们经常 

用量 

d ( n , D ) = ^min d { x , Xk ), (1.3) 

来度量的均勾性，此处 d ( x , x k ) 表示*与 * k 间的欧氏矩离. d ( n , D ) 称为集合 
{* fc) fc = l , ••- , n } 的 离差. 若 D = 7•'则可以证明 

^ n~ 1/s ^ d { n , D ) $ 2 y / s { D { n )) 1/s . (1.4) 


(见 Zielinski [13] 及 NiederreiterflO ].) 这表示当 n 大时, m „ 的确接近于 M . 在第4 
节中，我们将上述结果推广至某些 D 并给出在统计中的应用. 
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§2. 数值积分 

命 D 表示记上的一个有界区域，我们要求计算积分（1.2)，假定 D 的维数为 
a , du = = d * 及 d c r *， 则可以简单地介绍下面的公式 

»=i 

1 = j f ( x ) Io ( x ) dx , 

此处 / dOc ) 为 D 的指标函数（见华罗庚与王元[6])，由于 /(*)/ D ( x ) 可能在 D 的 
边界上不连续，所以这一方法有时会导致很大的 误差. 在统计中， D 常常是很特殊 
的，所以可以将 D 上的积分转变成 / *(t < «) 上的积分.进而言之，假定£>有一个 
表示 

Xj = Xj(<pi,,<Pt) = Xj(<p),j = l,- - (2.1) 

此处 pe / 4 及 & 关于灼在上有连续导数 (j = l , •■- ,a,i = l , ■■- ,t). # 

T = ( dxj / dipi ),i = l ,-- - , t,i = 1,••• , s , 

及 

J ( v >) = det ( TT ; ) 1/2 . 

当 t = s 时， J (< p ) 就是 a : 关于的 Jacobian . 则 

/ = / f ( x ) dv = f f ( x ( ip )) J ( ip ) dip , (2.2) 

Jd Ji 1 

此处 dp = 因此户 上的一个求积公式即诱导出 D 上的一个求积公式，记 

v(D) 为 U I 1 体积，则 

v ( D ) = f (2.3) 

Ji * 

假定 < fiu …， <Pt 是独立的及 

u ( D ) _1 J ( v >) = 

i=l 

此处 为 Vi 的密度 函数 . i = h - ' , t 及其对应的分布函数为 

Fi { xi ) = f fi ( ipi ) difii , i = l , ■■- , t , 

Jo 
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满足巧⑼ =： 0 及 巧 (1) = l,i = 1，… •命 Fi( Xi ) =沾 及 Fr\ yi ) 表示 F( Xi ) 6<J 
逆函数 ， i = l , …名则 

j jt /( v »)>/( v»)dv = v ( D 、 j ” /( x ( F _1 ( i /)) dj /, (2.4) 

此处 F ~\ y ) = ( Fr \ vi ),- -, Fi ^ yt ))- 1 及 dv = h dy . 

对于给定 /* 上有偏差 D ( n ) 的一个集合 {6 fc '= ( b kl ，■ - , b kt )\k = 1, •••,«}, 
我们得到具有偏差 t _ D F ( n ,{ C fc }) = D ( n ) 的一个集合 { C * = F -^ bk )^ = 

1，…， n }， 其中 F (*) = 巧(叫)•由 (1.1), (2.2) 与 （2.4) 得 
«=1 

| 乂 f ( x ) dv - / 0 «^-»))| 

< ^( D ) D F ( n , { c ^ VifiF - 1 )) 

= v(D)D(n)V(f). (2.5) 

由 (2.2), (2.5) 及数论方法,我们可以得到下面关于重积分 （1.2) 的两个近似计 
算公式 

J D /(*)dv = (2.6) 

与 

j D f(^)dv S ^ v { D ) J 2 /(*( c *)) 

= ^( d ) f ；/(*( F - 1 (60)). (2.7) 

fc=i 

这两个公式的箱密度 有相同 的阶. 

定 XD 上的一个集合 

P = { x k = x { c k ), k = l ,-, n }. (2.8) 

区域 D 的由 v < 1/ 定义的部分的体积 ( V 、％ 

v(v <y)= f J(<P)dtp = v((D) JJ Fi(yi), 

i = i 
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所以 


v(v < y)/v(D) = 

»=i 


因此，若要求集合 P 在 D 上一致散布，或 P 中位于由 v > < y 定义的区域中的 
点数 N( V < ») 与 n 的比渐近地等于< !/) 与 v ( D ) 的比，我们需取集合 
{办,* = 1，…， n } 在 T 4 上有较低的扩偏差.由于{%* = 1,...，埘有^'-偏差 
P ( n ), 所以 


㉝ 

= D ( n ). (2.9) 

这样我们就建议了一个由 /* 上有低偏差的集合导出 D 上一致散布的集合 P 的程 
序，现在我们来举一些 例子： 

例1 假定 D 为单纯形 A , = {* : 0 ^ X , < x ._ i 彡… < 灼< 1} •则£>有表 
示 

Xj =¥>!••■ ffj,j = 1,••- ,s, 


此处€广所以 



及 

因此 


«) = /• j ⑼知 = ii g 」+i = i /* ! - 

/‘(灼 ）=( 卜 i+i)Ov..， s 


为对应于分布函数 

Fi( Xi ) = f ' fi^i)d Vi =xr i+1 

Jo 

的密度函数.对于尸上一个有偏差 D(n) 的集合 {b k ,k = l, - , n }, 我们有一个 
上有 F - 偏差 D ( n ) 的集合 


Ck = F~ 1 (b k ) = (b]/ 1 a , h、' fc = 1， • •. ， n . 


从而有一个丄的集合 P : 


Xk = (xki,-- - >XkaY, fc = !,••• ,n, (2.10) 
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此处 

Xkj = 11 必 ( 卜 * +1 )，* = i， … ，W = 1 ， … ， s. (2.11) 

t=i 

集合 _P 适合 (2.9). 

例 2 命 £> 为 S - 维单位球 


它有表示 


B a = {x : if + • • • + », <1} 


®j = (P 1 S 2 … SjCj+uj = 1 ， … ,8- 

Xt = IP 1 S 2 … Sa-lS a , 


此处 Sfc = sin(7ryj*), C* = cos(irifik )， = 2, …， s - 1, 5, = sin(27rv?,) 及 C!» : 
cos (27 n ^,)， 其中 ip € I s . 于是得 

27 r - vr 1 


v ( B a )= I J (.< p ) d<p 
Ji . 

= 2w t ~ 1 [ tp^dipr IT [ Srd<fii 

Jo i=2 J ° 

其中用到对于任何整数 m > 0有 

乂 (sin(7ra:)) m dx = Q, , 

因此 

(C 当 i = 1 ， 

fxi'Pt) - I ^(ain^))*-*^/ b(^, 3 2 +1 ) ，当 i = 2,…， s 

为 I s 上密度函数，其对应的分布函数为 


Fi(xi) = 


tp^dipi = x {, 
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Fi{xi)= B(l/2,( 8 -i + l))/2 r ，(Sin7riridX，i = 2 ,…， S . 

对于尸上的一个有偏差 D(n) 的集合 {b k ,k = 1, •••,«}, 我们尸上有 F- 偏差 
■D ⑷的集合 {〜fe = 1， . • • ， n}， 此处 

Cfci = 6^", 

Fi(cid) = bki,i = 2, ••- , s, fc = 1, ••- ,n, 

最后得到上的一个集合 P: 

Xk = (xki, •■- ,Xk»)',k = 1,,n, (2-12) 

此处 

Xk^b^flS^Cuj +itj = !)••• — 1> 

i=2 

= (2.13) 

<=2 

其中 Sfci = sin(7rC|M), Cfcj = cos(7rcw), * = 1, ••- ,s - 1, Ska = sin(27rcfc.), Cka = 
C08(27TCfc»), k = 1，…， n. 

例 3 命 I? 为 s - 1 维单位球面 

5* _1 = {® : + … + xj = 1}， 

它有表示 

j-i 

= JJ SiCj,j = 1, ••- - 1, 

«=1 

»-l 

ia= n 5<, 

t=i 

此处 Si = 8in(7rv?i), Ci = cos(iry>i), i = 1, … ，s - 2, S a -\ = sin(27ryj a _i) 及 C,_i = 
cos(2ic^ a _i), 其中 y € J* _1 •则 

JM = 27r*- i n5r <_1 

i=l 

及 ,_ 2 

«(5® -1 ) = J J(ip)d<p — 27r •祕宁). 
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所以 

fiWi) = 7r5?- <_1 /-B(l/2,(5 - *)/2), i = 1，…， s _ 1 
为 / 上的密度函数，其对应的分布函数为 

= B(l/2,(«-i)/2) 一一 di’O < i < *. 

对于一个尸 - 1 上有偏差 D(n) 的集合 {6 fc ,jt = 1,-••,«}, 我们得到尸- 1 的厂偏 
差 D(n) 的一个集合 {c fc ,jb = l,-.- ,n }, 此处 

Fi(cki) = bki,i = 1, • • • , s — 1, fc = 1, • • • , n, 

最后得到 S - 1 上的一个集合 


此处 


Xk = (Xki,- - ,Xk.)\k = !,••• ,n (2.14) 


Xkj = H5 w Oy，j = l ， .. ， S -l ， (2.15) 

i=l 

•—1 

Xk, = n Ski, 

i=l 


其中 = sin(7rcfci), Cki = cos(7r fc Ci),i = 1，…， s - 2,Sk, a -i = 8in(27rcjb,,-i) 及 
Cfc,,-i = cos( 27 tc*,,_i), fc = 1 ， • •. ， n. 

例 4 命 D 为单位单纯形边界的一部分 


T a -i = {x : xi + ■ ■■ +x, = l,Xi^0,i = l, - ,s], 

它有一个表示 

Xi = (Si---St-iCi) 2 ,i = 1 ，… — 1 , 

= (Si … S a -2S a -i) 2 , 

此处 5* = sin(nipi/2),Ci = cos(tt 料 /2), i = l , … ,s - 1 R if S I a ~ l . 我们有 

det(TrO = det(5S , ). 
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此处 

(-I Ci sqc! … 埯 … 也 2 琦 … 纪_ 2 sl-i 、 

0 -l Ci ••- 5? ••- 5?_ 2 C?_, S| ••- 5?_ 2 S s 2 _i 

S=.. . . . 

、0 0 0 … —1 1 ； 

注意若将5换为溢 S， 其中>1为满足 det A = ±1的 （s - 1) x (s - 1) 方阵，则 
det(S50 不变.令证明存在一个 （8 - 1) x (a - 1) 方阵 A 满足 det A = ±1,使 


0 


1 0 


AS = 


0 

0 


0 0 
0 0 


0 \ 

0 

i = Vs - l , 



事实上，若 S = 2,则 S = ( -1，1)，所以论断 成立. 现在假定»>2及论断对于 .S - 1 
成立，则 


’ 1 -5! …0 、 
0 1 ."0 

S = 

^ -1 1 0 ••- 0 、 

0 -1 C? … 筠 … 

\0 0 ••- 1 ) 


、0 0 0 — — 1 1 > 


由归纳法假定可知存在一个 （a - 2) x (s - 2) 方阵木满足 detyl! = ±1及 


/ -1 C? 5| •■- 5*_, \ 
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从而论断成立.因此 


det(SS’） = det(V a _i V,_i) = det 


0 0 
0 0 


0 0 
0 0 


由于 di = 2 及么 = 2 At-i — At ~ 2(t > 2), 所以 A a -i = a , 从而 

J( V ) = 1 r- 1 s 1 /2jij52(.-o-i c . ) 

»=i 

及 


w(T»_i) = f J{<p)d<p = a 1/2 /(a - 1)!. 
y/»-> 


因此 


fiifi) =( 卜 0< (a_<)_1 Ci，i = i, ••- ,S-1 

为 I 上的密度函数，其对应的分布函数为 


Fi(Xi) = f = (8in(7ra ： i/2)) 2 (’ _ *〉，i = 1，… ,a - 1. 

Jo 

对于 P- 1 上一个有偏差 D(n) 的集合 { fc *， fc = l, •••,«}, 我们得到一个集合 {Cfc, A: = 
l, -- ,n}, 此处 

Cki = (2/ir)arc8in(6^ (2 * _2,) ),i = !,-•• ,a - l,fc = !,-•• ,n. 


最后，得 T t ^ 上的一个集合 P : 

*fc = (®*i， … ,Xk a )',k = 1，…， n， (2.16) 

此处 

xkj = fie ，-#”))， 〆 ，".， 1 ， 

tz\ (2.17) 

Xks = IJ 必 (*-*>，= 1， •••，!》• 

i=l 
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§3. 某些应用 

本节我们将给出连续多元分布的概率与矩的数值计算的数论方法，基本求积公 
式己由 （2.6) 及( 2 .7) 给出. 已有一系列方法产生 J * 上的点集 {& fc , fc = 1 ，…, „} (见 
华罗庚与王元 [ 6 ]). 根据我们的经验,我们推荐下列程 序：命 ( ft ,,... , ha -, n ) 为一个 
整矢量，此处 hi = 1,0 < hi<n 及 g 、 c 、 d ( hi , n ) = l,i = 1 ,… ， s . 命 

Pn ( fc ) = ( khi , ■■- , kh a ) = ( 9 * 1 , • • • ,%,)(mod n ), A : = 1, • • • , n , 

此处 0 < %<彡 n . 置 

bki = (2 qin - l )/2 n.i = 1, • • • , s , A : = 1, • • • , n . 

则当 (/ ii , ■• - , h t ] n ) 仔细选取时， { b *} 为上的一个有较低偏差的点集，当 1 < 
s < 19时,一张 叫，… , V , n ) 的表在 [6] 中作为一个附录. 

例 5 下面问题来自于合成钢工业（详细情况见方开泰与吴传义岡).命 ® 为 
一个* x 1 矢量，它表示化学元素在合成钢中的百分比及 ( MX ) = , Mt ) '表 

示钢的对应质量矢童. / ia : 与 a ; 间的回归方程为 

/i(x) = 0 + Bx, 

此处 a 与 B 为回归系数的 tx 1 与 f xs 矩阵及 * 属于一个立方体 if = [ o 1 , 6i]x -.- 
x [ a ., 6 ,]. 假定对于每个 xeK , 我们有 〜 N t (a + Bx , S ), (多元正态分布)， 
此处 a , 丑与27能被它们的最小二乘估计所用.^ T it i = 为常数使当 

= 就称钢已合规格.因对应于*，合金钢合格的概率等于 

?(*) = / •_•/ nt(y,A(*).-S)dy. (3.1) 

JTi Jt , 

此处》= R ⑻， 27) 为 Nt ( n , S ) 的密度.如果我们取适当的 

Ai,i = 1 ，…，使 

p(aj) ^ f ■ ■ ■ [ nt ( y , (A*), S)dy 
Jt x Jt , 

= n ( 次 - II nt( z k,ft(x),S), (3.2) 

t=i n fc=i 

则积分 (3.1) 可以由 (2.6) 来估计，此处 

*k = ( z ki , • • • ) ^ fct ) = ( T \ + ( i 4 i — Ti ) bki , - - ■ ,Tt + (At — Tt ) bkt ), 
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fc = 1，…， n 及{^}为卢上的一个均匀散布点集，为了说明精密度，在 （3.2) 中置 
U = A 为5 X 5单位矩阵及 fi(x) =0,Ti = — 1, i4j = 1, t = 1, • • • ,5,则得 

P = / L °' J s)dv 


由 (3.2) 可得： 

表 1 说明一个 5 重积分只用了 1 069个点即得到5位精确度. 


表1 


n 

j> 的近似值 

1069 

0.148299406 

2129 

0.148295351 

5003 

0.14829X410 

8191 

0.148291358 

oo 0.148291347 


例6次序统计童的矩，命& ，…， 夂为具有分布函数 F(x) 与密度函数 /(a:) 
的总体的一个样本.命=尤⑴< yiq = x (2 )< ---< y 1 = x ( , ) 为它们的次序统 
计量.则的,…， y; 的联合密度为 

v» < y.-i < • •• < yi- 

i=l 

X(<),i = !,••• ,s 的阶为 mi, …， m, 的混合矩为 


H(rn„ •■- ,mi) = «! 



/(*0 )du 


(3-3) 


此处 ！)• = {-oo <y a < y,-i <•••<!/!< oo }. 存在 a 与 6 使 


P(a < y„, yi <b)^ 1. 

所以作代换 Zi = (yi — a)/(p — o),* = 1, ••- ,8, 则得 

••- ,mi) = s!(6 -a) s f ]Q[(a + (6 - a)^) TOJ 7(a 

•^ D j=i 

+ (b — a)zj)]dv. 

此处 D 如例 i 所定义.由例1， （2.6) 与 (2.7), 我们建议下面两个计算 n{m 3 , …， m) 
的 公式： 
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此处 t kj =a + ( b - < 1 )心及 {6 fc ,* = 1，…， n } 为 J ， 中的一个均勻散布点列，及 

H ( m e , ■•- , mi ) 

= «!(«»-°) 8 ^EII[«+(6 - + (6 - a)c kj ) 

k=lj=l 

=叫6 - a)。E fl[a + ( b - a ) 喵 (•十 ”广 /(“ + (6 - < 十 ”) 

k=lj=l 

此处 { C *} 与 {6 fc } 由例1给出. 

由于 J = [0.1] 上的均匀分布 ^(0,1) 的次序统计量是可以用公式表示的，表2 
中给出的例子将说明精密度. 


表2 U (0, 1) 的次序统计置的混合矩，8=7 



五(*(1)义(3)尤(5>) 

E ( X w X ^ Xf 3 ,) 

418 

0.03887518 

0.00326433 

597 

0.03888518 

0.00339034 

828 

0.03888611 

0.00332116 

1010 

0.03887286 

0.00332084 

1220 

0.03889159 

0.00325168 

oo 

0.03888889 

0.00326340 


例7在研究混料数据时， Aitchiso n [ lj 于1986年引进了所谓加性罗吉斯蒂克 
正态分布，命7；表示例4中所定义的区域，其中 n = AT - 1. 中的任何: r 皆称 
为一个混料.我们记为由 * 的前 n 个支量形成的 n 维矢童.命 


y = log ( x . N / X N ) = ( log (不 / X N ), ■■- , log ( X n / X N ) y . (3.4) 

方程 (3.4) 给出由: T n 至的一个 一— 对应.若 V 〜 N n ( tiS ), 则称随机矢量 xeT n 
具有一个加性罗吉斯蒂克分布 AN n { nS ). 

Aitchison 给出 EilogiXi / Xj )), E { Xi / Xj ), Cov ^ ogiXi / Xj ), \ og { X k / X {)), 
CoviXi / X ^ X ^ Xt ) 的表 达式. 但在许多实际问题均常要计算 E ( Xi ) ^ Cov ( xi , xj ), 
这对他来说似乎有些因难. 

AN n { nE ) 的密度函数为 

( 2»)-/ ndet X ,-') exp {-i (log 

(3.5) 

而 * 的混合矩则为 

EiXl 1 - - - X 泛卜 (2n)~ n / 2 (det S)- 1 / 2 f ® 广 1 
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exp {~G) [( iog 完 a 呢 ^f-^)]} du - 

此处也为 r„ 的体积元素，由例4可知 

丑(X卜 D = C L n(Cf t ~ 1 5? ( * 1+l+ ' + * w)-3 )Q( V >)d ¥ > 

此处 v e 尸，=色如 “C = p/TOM/Ydeti；) -1 / 2 # 1 / 2 ，* 

«=i 

Qif) = exp{-(l/2)(fl(v?) - n)' S^igiip) - n)}, 

其中 


9(<P) = (log(C?) - logOS? …鸹)，…， log(5?... S^.^) - log (对… 硿 ))，， 
= 2MogC7i - log Si, log C 2 - ^ log S>, - ,logC fc - ^log5 4 j • 

、 t=l <=2 i=n ) 


由 （2.6) 或 (2.7), 我们即可得 AN n (u, 27) 的任何混合矩的近似值. 

例8我们常碰到方向数据问题，其中统计量是定义于5*- 1 之上的（见例 3). 
所谓的 Langevin 分布就是 Von Mises 与 Fisher 统计童的推广，它有密度函数 


Cexp{kfi'x},x € 5* -1 , 

此处 p € s-\k >0 及 C 是一个正规化后的常数（见 Mardia[8]). 另一个称之为 
Scheidegges-Watson 分布，其密度函数为 


Cexp{A:(/i,*) 2 },* € 5* -1 , 

此处 c,A 与 m 的定义如前所述（见 Watson[ll]). 

由例3、 （2.6) 与 (2.7), 我们可以计算这两类分布的概率与矩. 


§4 •最优化 

本节我们将推广不等式 （1.4) 至前面几节中定义的区域，然后举例说明§1提 
出的程序是有力的. 

我们假定变换 !C = *(V») 的奇点集合，即 j{<p) = 0的解的集合，是£>的维数 
<t 的一个子集， litdtx 是一个 s 维矢量及 D 的维数为 t. 所以对于任何 e > 0,皆 
存在仅依赖于 e 的一个区域0及两个常数 Cl ,C2 使 w(®) < e 及 


c\ < M<Pi) < ca,* = !,••• ,*, 
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此处V? e /* \ 0.则 dFr ^^/ dffi , i = l, …， 《在/*\0上是正的及有界的. 

首先在7*\«上取有低偏差 D { n ) 的集合= (tfci,--- , b kt )',/k = 1,…， n. 则 
我们己经证明 


c fc = F -^ bk ) = Ff ^ bkt ))', k = l,--,n 

为广的具有 F_ 偏差 D(n) 的集合.最后得到 I? 的一个 集合： 

* fc = *(cfc ),k = l ,--- , n . 

命 x = x ( tp ), x * - x ( ip m ), tp = F _1 (V»),V* = F -1 (V>*). dx = (dix, •• - .di.y, 
dv> = (dpi, … , dip t )', dip = ( drpi , ■■- ,<1也)'，及 5 表示对角方阵 


S = diag(dyji/dV>i, ••- ， d<pt/dt/>t)- 


dx'dx = difi'TTdifi = dfJj'STT'SdTp. 
由于 S 与 T 在 /* \ 0 上有界，所以 


d(aj,**) 




(daj’d®) 1 ’ 2 


Jx ( V ) 

■- f (d^STTSd^ 2 < c(e) f (d/dV >) 1/2 
Jrji Jt/j 

: c(e)d t (V»,V»*), 


此处 dt ( y , z ) 表示圮 中的欧氏距离.因此由 (1.4) 可得 

d ( n , D ) = max^nun d ( x , Xk ) ^ 2 t 1 ^ 2 c ( e ) D ( n) 1 ^ t , (4.1) 

所以若 = 1，… ，n 在 Z3 上均勻散布，则函数在这些点上的最大值可以作为函 
数在 D 上的全局极大的近似值. 

例9加性罗吉斯蒂克拥球分布.定义于上的所谓加性罗吉斯蒂克椭球 
分布是例7中定义的加性罗吉斯蒂克正态分布的推广，它有密度函数 

/(x) = (detr)- J / 2 n (4-2) 


此处 


»(*) = 9 (( lc >g 17 一 1 ( lo g ^ _ M ) j 


(4-3) 
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及*_ 8 为 * 的前 s - 1个分量构成的 （S - 1)- 维矢置 • /(*) 的重数尚无解析表示. 
但我们用上的均匀散布点集来求出重数的近似值. 

当 (4.3) 中的函数 5 取形式 


g ( u ) = C (1 + u / m)'~ p ,p > a /2 ,m > 0, (4.4) 


此处 


C = (7rm)-/ 2 r(p)/r(p- a /2), 

则对应的分布就称为加性罗吉斯蒂克椭球 Pearson 型 VII 分布.在这情形下，寻求 
/(*) 的重数等价于求得函数 


= 3 ,p = 9, n 
-0.7 \ 


5.5 及 


M*) = 只 ®, _1 卜 + (log — M) 刀 _1 (log _ /X) /mj 

在 T „_ i 上的最大值.表 3 中的结果表示在情况. 

时，重数的近似值很接近于重数 (1/2, 1/3, 1/3广 


10946 


表3重数的近似值 


X3 

0.330672 


M n 

26.55203 

26.82553 

26.48600 

26-89095 

26.99783 

26.98296 


0.3061467 

0.3604561 

0.3256147 

0.3334971 

0.3292827 


0.3598099 

0.3150540 

0.3368701 

0.3337690 

0.3388427 


0.3422242 

0.3340434 

0.3244899 

0.3375152 

0.3827339 

0.3318746 


注意： 在表3中， 一般 说来当《增加时， M „ 亦增加.但有时当 n > n ' 时反而 
有 M „ < M ；；. 这是由于对于不同的可以是完全不同的 集合 . 因此我们建议 
用序贯的方法来改进上述结果. 

下面的程序是为这一问题而设计的. 

第1 步：在 A ) = T s _ a 上选取一个适当的均勻散布点集 { x k ,k = 1，.. , no }. 
找出函数在这些点的最大值 M 0 , 并假定函数在 xS = (® oi ,---, a ： o .) / 处达到最大值. 

第2步 ：找出 A ) 的子区域认 C A ) 并使叫 C A . 例如 A 为一个区域，其 
中邱位于 A 的重心附近.我们可以取 ai ,i = 1,…， s 使 


0 < a ,- < xoi ,i = !,■■■ , s . 
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置 a = <ii + …+ a s 及 = Oj + 1 — a, i = 1， • •. ， s 则 

1 > ^ Oj + - y^a fc = gQi + 5^(xoj - Oj) > Xoi, 

j=i fc=i >=i 

i= 1 ， … ， a . 记 


Di = {x = (xi, - ,x,y : a* < li < 6 it i = 1, ••- ,s,x € Z) 0 }. 

命办 ， fc = 1 ， … ， TU ，为 T._! 上的一个均勻散布点集 . 则得到一个集合 Or fc ，fc = 
I, - - ,ni }, 此处 

xw = o < + (1 - a ) zki,i = l , ••- , a,k = l , ■■- , ni , 

它在上均匀散布 . 命为函数在这些点的最大值 . 它由 *1 达到 . 

第 3 步： 假定在第 j 步,我们找到了函数的最大值及对应的点 用类似 
的方法我们可以将缩小为 q +1 . 在 D j+1 上找一个点集并由此得到函数在这 
个集合上的最大值 M j+1 及对应的点 x； +1 . 

重复步骤 3 直至搜索区域较小为止 . 最后一步得到的极大值 M j+1 可望很接近 
于函数的全局极大 M. 

将上述程序用于我们的 问题： 每一步均取 n 0 = ni = - - =233, 结果列于表 4 
之中，它改进了表 3 的结果 . 


表4最优化的序 赏方法 


序号 

Oi 

bi 

Mi 

*1 

x 3 


1 

0.0000 

1.0000 

0.4000 

26.55203 

0.3271035 

0.3306723 

0.3422242 

2 

0.3000 

26.97836 

0.3304331 

0.3343396 

0.3352274 

3 

0.3300 

0.3400 

26.99543 

0.3327104 

0.3330673 

0.3342224 

4 

0.3330 

0.3340 

26.99994 

0.3332711 

0.3333067 

0.3334223 


全局极大 


27.00000 

0.3333333 

0.3333333 

0.3333333 


我们做了许多例子都表明上述序贯方法是有利的 . 
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应用统计中的数论方法（ II )* 


王元 方开泰 

(中国科学院數学研究所）（中国科学院应用数学研究所) 


提 要 

在本文中，作者将给出上文定义的均匀散布贯在试验设计、混料试验、儿 
何概率与模拟中的应用. 

§1•导 言 

我们在前文里建议了一个产生中一个区域£»上均匀散布点集的方法，并 
给出了它们对连续多元分布的概率与矩的近似计算及最优化问题的应用.本文我 
们将这类均匀散布点列用于独立因素及混料试验设计（见§2与§3>,和几何概率问 
题（见 §4). 我们还将举例对数论方法与其他方法加以比较. 

MIC [13] 中引用的定义与记号，在此均保留. 

§2. 均匀设计 

如果有 s 个因素及每个因素有 n 个水平，则所有可能的试验总和为 n *， 基于 
正交拉丁方理论与群论的正交设计是从这些试验中选出 0( n 2 ) 个试验.若 n 比较 
大,则正交设计的试验次数仍嫌太多. BIB (平衡不完全区组设计）法可以降低试验 
次数，但仅限于 s = 2. 因此仍需寻找一个降低试验次数的方法. 

基于数论方法，王元与方开泰于1981年建立了一类试验设计方法，即均匀设 
计，它已在中国满意地用于纺织工业、冶金工业、机械工业与农业中一些新产品的 
试验设计. 

我们提供一系列均勻设计表 U n ( b % 此处 n 表示试验次数，6表示水平数及 c 
表示因素的最大个数.例如在一项试验设计中共有三个因素 A , B , C , 而每个因素 
有11个水平 Ai , Bj , C k , 则可以利用表1的 C / n ( ll 6 ). 


* 原载“数学年刊”， 11B, 3, 1990, 384~394. 

这一工作受到中国国家自然科学基金及中国科学院的基金支持. 



应用统计中的数论方法 ( n ) 


•449 


表 1 t/n(ll 6 ) 



附着于每一张表 C / n (6 c ), 我们还有另一张表，它指出对于 S 个因素的试验应选取哪 
些列.附着于 f / u ( ll 6 ) 的表见表 2. 


表 2 附着于 [/^(ll 8 ) 的表 


因索个数 

推荐列数 

2 



1 5 





3 


1 

4 

5 




4 

1 


2 4 


5 



5 

1 

2 

3 

4 


5 


6 

1 2 


3 4 


5 


6 


对于我们的问题，应该推荐使用表1中的1, 4, 5,列.最后我们将试验设计列 
于表3之中.所以对于3个因素及每个因素皆有11个水平的试验，我们仅安排了 
11 次试验. 

均匀设计表是由一个整矢量 ( h u --- , h „ n ) 生成的，此处心= 1 ,/^ < h 2 < 
…< h a 及 g ， c , d ( hi , n ) = 1 , i = 1 , ... ， s •命 

P n ( fc ) = ( kh !, ■ ■ ■ , kh a ) = ( q k i ，…，取 •）( modn ), (2.1) 

此处 0 < < fi，fc = 1，… , n,j = 1，…， s . 表 U n { n a ) 就是 ( qkj ) 生成的.当 

n = 11, s = 6,/ii = 1 ,/ia = 2 ,/»3 = 3 ，/ i4 = 5 ,/15 = 7 及 = 10, 均句设计表就是 
Uii ( ll 6 )( 见表 1 ). 

因及 g 、 c 、 d . ( hi ， n ) = l,i = 1, ■■- , s , 所以这种~的个数等于 
Euler 函数 

< P ( n ) = n II f 1 _ ' ( 2 . 2 ) 

Pin \ 
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当 n 较大时，需很大的计算量才能得到这样的/为此我们建议用下面形状的 

点集 

Qn(k) = (k, kb, ■■- , kb 3-1 ) (mod n),l ^ A: < n (2.4) 

来代替 Fn(fc), 此处 6 为满足 1 < 6 < n/2 及 M 关 V (mod n), 1 < i < j' < s - 1 的 
整数 . 当 n 为素数时，则通常取 6 为 mod n 的一个原根.我们亦称使 £»(6) 取极小 
的 6 = (1 ， 6, …构成的点集 (2.4) 为一个均勻设计.绝大多数均勻设计表都 
是由形如 (2.4) 的点集产生的. 

偶数 n 所对应的均勻设计表可以由 n + 1对应的表中去掉最后一行来求得.例 
如表 f / io (10 6 ) 即可以由去掉 C /„( ll 6 ) 的最后一行以得到（见附 1). 

由于试验次数相比于因素与水平个数显得太小，所以由均勻设计得到的数据不 
能用通常的方差分析方法来进行分析，但我们可以用回归分析或逐步回归分析方法 
来处理数据. 


此处 P 过 n 的所有素 因子. 由于 - ft 三 n - ft ( modn ), 所以矩阵（抝）的秩，当 
n > 2时，不超过1 + p ( n )/2; 即因素个数必须< ^( n )/2+ l . 又由于心=1,所以 

h = 最多只有 ( jff ) 个选择 • 我们希望从这些/ I 中找出“最好” 

的/ I 来.王元与方开泰 (1981) 指出“最好”的 ft 是使 

D ( h ) "» l ； S ( 1 "" los ( 25in {^})) ( 2 . 3) 

达到最小的/»,此处 { a ;} 表示 0 ：的分数部分,这个 h 所对应的点集 （2.1) 就是均匀 
设计. 


表3试验设计 



s clo scocsscr cll 


B5B10B4BQB3B8B3B7B,B6B11 


1234567891011 
AXy4i4>4/i>ly4A^li41 
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例1 一种维尼纶设计中需考虑以下 因素: 
A ： 温度 ( C ); 

B ： 时间 ( m ); 

C ： 木酵浓度 ( g / l ); 

D ： 硫酸浓度 ( ff / i )； 

E ： 芒硝浓度 ( g / l ). 

每个因素都有7个水平，如表4 所示： 


表4因素与水平 


水平 








因索 







7 

A 

64 

66 

68 

70 

72 

74 

76 

B 

14 

16 

18 

20 

22 

24 

26 

° 

18 

20 

22 

24 

26 

28 

30 


206 

70 

212 

218 

224 

230 

236 

242 

E 

70 

85 

85 

85 

100 

100 


如果用正交设计，则需安排49次实验，从而得到下面的线性回归方程 


y = -42.37 + 0.55 *i + 0.38 a : 2 + 0.26 a : 3 + 0.10 i 4 - 0.04 x 5 - (2.5) 

其多重相关系数为= 0.97, 而标准离差为6 = 0.83, 此处表示维尼纶的质童. 
现在我们来用均匀设计并选择表 t / 14 (14 5 ). 这是14个水平的用表.我们用拟水平 
方法，即将原来的水平重复一次,于是得回归方程 如下： 


V = -57.97 + 0.37 x 1 + 0.46 i 2 + 0.38 i 3 + 0.17 i 4 + 0.04 x 5 , 

其中 ii = 0.96 S a = 1.13. 方程 （2.6) 与 (2.5) 很接近，所以虽然只做了 14次试验， 
但结果并不错. 

§3. 混料试验 

若 S 个因素&，…， X ，均取非负值且适合 X 1 + --- + X a = l , 这种实验就称 
为混料试验.在化工与冶金产品的设计中，常常需做这样的试验.近20年来，有许 
多统计文献是讨论这个问 题的 ： Scheffe (1958) 引入了单纯形一格点设计及多项式 
模型.1963年，他又建立了单纯形一重心设计. Draper 与 Lawrence (1965) 建立了 
一个设计,它通过试验区域的回报的最小二乘估计来达到预定模型的参偏相合与离 
差 极小. Thompson 与 Myers (1968) 建立的设计是基于一个椭球区域置于单纯形因 
素空间中 、 Cornell (1975) 建立了轴设计并给予这个分支以全面总结 (1973, 1981). 
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本节我们将提出一个使用单纯形上的均匀散布点集来处理混料试验的方法.它 
与§2提出的均匀设计有同样的优越性.注意到混料的陈述，所以称这种设计为混 
料均勻设计 （ UDEM ). 命 

T,-\ = {(a：i, •• - , a; a ) : a；i ^ 0, t = 1, • • • , s,a：i + • • • + a:, = 1} 

为中单位单纯形的边界的一部分. UDEM 的想法为在 T .- X 上一个均勻散布的 
n 个点上来安排试验. 

命 { 伽 , i = 1， • •，卜1 ， fc = 1,…， n } 为由 (2.1) 定义的一个均匀设计.则 { b ki } 
为 1 上的一个均匀散布点集,其中 

bki = *： = 1. ■ • ,n,t = 1, - ,s - 1 (3.1) 

在 [13]、§ 2 中，我们建立了一个产生上均匀散布的点集 { P fc ,fc = 1，…， n } 的 
方法,其中巧= {*«，•••，仏}'及 

= n - 咕 (*-’_)) ， j =1, 1 

(3.2) 

Ifc * = n fc = 1,… n . 

当 S = 3 及 n = 31 时，集合 (3.2) 的均匀性由图 
1所示 • 

例2 考虑回归模型 


Y = e + ^2eiXi+ eijXiXj+e, 

»=1 t , j'=l 

此处 e 表示随机误差.由于+ .. • + = 1，所以模型可以化为 

a — 1 *— 1 

y = e + 53 eiXi + eijXiXj + e . (3.3) 

t=i » j=i 

研究特殊模型 

Y = X 1 + X 2 - 3 X ? - ZXl + XiX 2 + £, (3.4) 

此处 e 〜 iV ( o ，< r 2 ) .当 a 较小时（例如 a = 0.005), 我们用 UDEM (3.2) 得到 n = 17 
及 s = 3时的数据（见表 5). 

对应的回归模型为 

Y = -0.0376 + 1.1162 Xi + 1.1197 X 2 - 3.0842 X ? 
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- 3.0880 X | + 0.8336 X ! X 2) (3.5) 

它接近于模型 (3.4). 方程 （3.5) 的多重相关系数为= 0.9999 及标准离差估计为 
a = 0.0054, 它亦于 tr = 0.005. 

当^变大时，我们得不到这样好的结果.例如，考虑模型 

y = 10 + X \ — 3 Xi — 3X2 + X1X2 + £, (3.6) 

此处 e 〜 N ( 0 ,^ 2 ), 其中 tr = 0.3 .由 (3.2) 安排15个试验,数据列于表 6. 

对应的回归方程为 

Y = 10.0908 + 0.7972 Xi - 3.4542 X ? - 2.6733 X | + 0.8884^1^ 2 , (3.7) 

其中11 = 0.9003 R & = 0.2891. 注意由于 A 与 X ?之间有高相关性，所以 (3.7) 
偏离了模型（3.6)，原来的模型在= 0.171 及 X 2 = 0.0286 时，回报 K 达到极大 
值 10.0857 .由 (3.7) 易知当 _Xi = 0.105, X 2 = 0.0196 Y 达极大值 10.0728, 接近 
于 10.0857. 因此由混料的最佳表达的观点看，这一结果似乎是不错的. 


表 5 数据 





华罗庚文集 



§4. 几何概率与模拟 

本节.我们用两个“情况研究”方法来说明 D 上均匀散布点集在几何概率问 
题与樓拟上的应用.读者不难从这两个例子中去了解一般的原则.这里的问题是在 
实际中较长时间得不到满意解答者.现在我们用数论方法建立一个程序来发现它 
们的可行解. 

A . —个固定圆与一系列随机圆的公共部分的面积，给予一个以原点为中心的 
单位圆 A ：. 假定有 m 个随机圆 O ,, • , O m , 其中心与半径分别为 朽 ，…，与 
又假定 

^-^( 0 ,^/ 2 ), 

此处内 > 0及办为2 x 2单位方阵. 命 S 为 K 与这些圆的并的公共部分，即 
s = if n (Oi u • • • u 0 m ). 

(见图 2) S 的面积亦记为 S . 需寻求 S 的 分布. 因两个圆的公共部分的面积易于用 
这两个圆的联心线的长度来表示，所以当 m = 1时，易找出 S 的分布.当 m > 1， 
则很难找出一个可行的方法来求得 <5的分布.一个自然的方法为使用模拟.经典的 
方法就是所谓格子点方法.命 ABCD 为单位圆 K 的外接正方形,如图3所示.将 
ABCD 分割成边长为 2 /(n - 1>的 n 2 个相等的小正方形，则得 n 2 个格子点 

(- 1 + ^- 1 + A )- 0<i ' 
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假定其中有 W 个点落在欠之中.我们现在用计算机产生 m 个随机圆，其中心为 
Pi 〜 ^2(0,< t ?/ 3 ) 及半径为 i ? i(i = 1，…， m ). 假定这 JV 个格点中有 M 点被这 m 
个随机圆所覆盖.则得到 S 的一个观测值 nM / N . 然后再生成 m 个随机圆并得到 
另一个观测值.继续这一步骤，我们得到 S 的一个经验分布.我们称这个方法为方 
法 I . 它的收敛速是很 慢的. 因为有 ( Oy / N ) 个点分布的边界附近，所以即使取 
N 很大，收敛速度仍很慢，这是颇严重的事. 

但我们可以用 S = 2时的点集 
(3.1)( 经线性变换）来代替上述 n 2 个格点 
来进行模拟（见图 1). 我们称这一方法为 
方法 II . 它比方法 I 有较快的收敛速度及 
较高的精密度.例如取 m = 1,我们可以将 
这两个方法算出的 S 的值与 S 的真值相 
比较. 用计算机 IBMPC / XT , 第一个方法 
用大小为1000的样本,耗时180分钟，所 
得误差为 0.15, 第二个方法用大小为1500的样本，耗时4分钟，所得误差为 0.02. 
一般来说，欲得同样精密的结果,方法 II 比方法 I 约快100 〜 1000倍. 

注意 s = 2时的点集 (3.1) 是定义于 ABCD 之中，而不是定义于欠之中.受 
到尺上数值积分法的启发（见 [13]), 我们可以用 (3.1) 得到尺 上的一个均匀散布 
点集.命 

x = rcos (2 jr 0), 

y = rsin (27 r 0), 0 ^ 0 < 27 r , 0 < r ^ 1, 

及 ㈧ ， n)(l < i < N ) 为一个点集 (4.1). 若集合的每一点 

Q n ( i ) = ( f"i cos 2 n 6 i , r < sin l^i ^ N 

均有一个适当的“ 权”叫 ，则 (4.2) 可以在尺中均匀散布（见图 4). 由于变换 (4.1) 
有 Jacobian 2 irr , 所以我们定义 Q „( i ) 的权为 2^. 因此若有 M 个点 Q n { ij)U = 
1，…， M ) 被这 m 个随机圆所覆盖，则 

M 

27r IZ r <i 

J=1 

可以作为 if 被 m 个随机圆覆盖部分的面积的近似值.我们称这个方法为方法 III . 
为了比较方法 II 与 III ，我们每取 m = 1并考虑两个单位圆与0,它们的中心 
距离为 d (见图 5). 对于方法 II ，我们用形如 （3.1) 的1069个点的点集，其中有844 
个点落于欠中，对于方法 III ，我们一个有823个点的形如 (3.1) 的点集,结果列于 
表7之中 


(4.1) 

(4-2) 
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误差 

0.1 

0.75 

0.8 

1.3 

方法 n 

-0.55% 

0.07% 

0.19% 

0.013% 

方法 m 

0.00% 

0.04% 

0.12% 

0.08% 


由 [13] 之例2,我们可以有一个 if 上均匀散布的点集 {**,* = 1, •••，„}, 由此 
可得另一个方法——方法 IV ,现在可以仿照方法 II ,用点集{办，* = 1，... ， n } 来 
进行模拟.我们的模拟结果表明方法 III 、 IV 有同等精密度. 

B . 用固定宽度的随机带来覆盖球面. 

这个问题来自滚动扎钢 [1], 人们希望用随机球形扎滚来代替固定轧滚，以延长 
轧滚寿命.这一问题的数学模型如 下：命 S 表示单位球 A \ 2 + = 1及 <5表 

示一个适合0 < (5 < 0.3 的常数.命 fl 表 示一个 大圆，它在 S 上均匀散布及 G S ( R ) 
为 S 上一个宽度为 <5并以 iZ 为等分线的带子，命 G 4 l ，…， G 4 „ ，…为总体 G〆 丑) 
的一 个序贯样本.对于 a : € 命 D n ( x ) 表示前 TV 个随机带中覆盖: r 的带子个数. 
若 S 上有一点被 m 个带子覆盖，此处 m 是一个给定的正整数，我们就称这个球形 
轧滚作废了.对于正整数 m ， 命: Tm 表示对某 a: € S 满足 D n (x) ^ m 的最小 AT ， 
即 

T m = ndn{N : Dn ( x ) ^ rn 对于某个® e S }. (4.3) 

则: r m 就是球形轧滚的寿命.我们希望求得 : r m 的分布，从而找到延长球形轧滚的 
寿命的途径. 

给出 r TO 的分布函数的表达式是困难的，所以我们用模拟处理这一问题.我们 
用到下面的 事实： 

由 [13] 例3,我们有 S 上均勻散布的点集{叫= ( xkux k 2 t x k 3 Y，k = 1,…， n }. 
详细之 

{ *fcl = COS(7TCfcl), 

Xk2 = sin(ffCfci) cos (27 rc fc2 ), A = 1 ，…， n (4.4) 

Xk 3 = sin ( irc fcl ) sin (27 rcfc 2), 

此处 Fi ( cki ) = bid,i = l ,2 ,fc = 1, ••• , n , { ft * = (6 fci ，6 * 2 )’fc = 1 , …， n } 为一.个在 Z 2 
上均匀散布的点集，及 

Fi ( x ) = — " J (sin7rt) (3-i-1) dt, i = 1,2, 

即 

Fl ( X ) = -(1- C0S(7TX)), 

F 2 ( x ) = x . 
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所以 

bki = jt 1 - cos(^Cfci)), 

bk 2 = Cfc 2, 

及 

{ »fci = 1 - 26 fci , 

Xfc 2 = 2 y/bki - 6 fc ! C 08(27 r 6 fc 2), (4.5) 

Xk3 = 2 y/bki - sin (27 r 6 fc 2 ), A = 1,2,••• , n . 

命 

= min{iV : Djv ( xfc ) > m , 对于某个 fc,l ^ A : < n }. 

当《充分大时， ^ 接近于 r ™ 及 c 的分布接近于的分布.我们基于对 u 进 
行模拟. 

对于 S 上一点 V ，它对 应于一 个大圆 ii 使包含月的平面的法线正好就是 5 S . 

若将 v 与等同起来，则 S 上的点与大圆间 有一个 -对应，从而与 S 上以 <5 

为宽度的带子之间亦有一一对应.因此生成在 S 上均匀散布的带子 Gi ( il ) 与在5 
生成一个均匀散布点集 t ; 是等价的.我们也用 G s ( v ) 表示对应于 u 的带子.我们 
的模拟包括以下 步骤： 

第1步，给予 m 与例如 m = 20, = 0.2. 

第2步，选取一个适当的 n (例如 n = 1069) 并生成一个在 S 上均匀散布的点 
集 {* fc ,k = 1, ••• , n }. 

第3步，由模拟的标准技术，序贯地生成在 S 上均匀散布的点 Vl ， V2 ，…从而 
得到对应的带子 G «( vi ), G s (v 2 ), --- 

第 4 步，若有 JV (尺 = I , 2 ，...） 个随机带子生成了，记 D N ( x k ) 为这 AT 个带子 
中覆盖^者的个数.若对于某个有 D N ( x k ) = m , 则转入第5步，否则就回到 
第3步并生成第 W + 1个随机带子. 

第5步,计算已经生成的带子数目，这就是以的一个观测值. 

将上面步骤重复 no 次，我们就得到一个大小为 no 的 U 的样本.取％ = 5000, 
对应的样本均值与样本标准离差为 


5 = 99.7 及 = 9.8. 

进而言之，对应的经验分布接近于正态分布. 

用同样的方法,我们得到 大小为 no = 5000的20个样本（总共100 000个观测 
值)，发现它们的结果彼此很相近. 

由于 r m (或; O 表示轧滚的寿命，我们注意到上述模拟的100 000次观测中, 
T ; 可达 125. 我们将它们对应的法方向记为 vl , v * 2 , ■■- , v * U5 . 这表示在 <5 = 0.2 
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与 m = 20 的情况下，若％ = vj，i = ,125, 我们总能得到 U = 125, 这 

比上述随机选取{叫} 好些. 是否可能找到比 K，i = 1,2, ••■,125} 更好的另一集 
合…呢？我们用/ 2 上的一个均匀散布集合去产生 s 上的集合 = 
1，…， n}. 首先我们取 n = 126 并发现 U = 126. 然后一个个地增加71直至 r „ •不 
能增加为止，最后得到一个集合{%• = (« fcll u fc2) u fc3 ) , ,fc = - ,155}, 由此得到 

U = 155! 其中 vj* 由 


I Ufci = 1 — 26fci, 

Vk2 = 2y/b ki - bjj co8(27r6 fc2 ), 

Vk3 = 2v/5^7^^8in(27r& fc 2), 

给出，此处 {&* = ( b kl , b k2 )',k = 1 ■■- ,155} 是由 (/ii,/i2 ； n) = (1,20,155) 产生的 
(见 [13], §3). 

这说明在我们模拟中，数论方法取胜于蒙特卡罗方法100 000次实验. 

感谢： 我们感谢魏刚先生很卓越的计算机工作. 
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混料均匀设计* 


王元 方开泰 

(中国科学院数学研究所）（香港浸会大学，中国科学院应用数学研究所) 


摘 要 

考虑混料试验设计： 0彡 Oi< a,xi + ••• +x„ = 1, 此处 

a it bi , l ^ i ^ a 为给予常數.用數论中的一致分布理论对这一模型提供一个处理方 
法. 

关键词试验设计均匀设计混料均匀设计数论网 （ NT - 网）偏差 

作为数论中均勻分布理论对试验设计的应用，建议用一个所谓的均匀设计 
法 W . 假定有 S 个因素 X !,-.-,!,,不失一般性，假定试验区域为单位立方体 C 7* = 
[0，1卩及 C 7* 中每一点皆对应于一个实验，均匀设计的思想为在 C * 中找一个 ri 个 
点的集合. 

^ = {Ck = ( c kl ,■■■ , Ck .), l < kKn }. 

它在 Weyl [2] 的意义之下有低的偏差.若 D (^) = o ( n _ i ) (当 n — 00 )，则称多•为 
一个数论网或 NT - 网. 

—系列方法可以产生 NT - 网，对于不同的 n 与 s 已编成表，见文献 [3, 4]. 然 
后可以在多上安排 n 次试验，并 得到多 中的一个点 c . 在这一点的试验结果是 
多•上 n 个试验结果的最佳者,但在实际应用时，特别在化学试验与化学工程中，因 
素之间需加上一些约束条件.例如 

0 < Qj < Zj < fej ^ 1, 1 ^ j < 8, gj = 1. (1) 

»=1 

此处叫 为给予的常数.我们称有约束条件的试验设计为混料试验设计. Cornell ! 5 ) 
对混料试验设计给出一个全面的阐述.例如，他将区域 （1) 换成一个椭球，然后将原 

载 《中国 科学》 （A 辑）第26卷第1期，1996年，1 〜 10. 

** 国家自然科学基金和数学研究所（台北）资助 项目. 
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来的问题变为一个 （it - 1)- 维的 问题. 本文的宗旨在于将均匀分布理论用于带约束 
条件⑴的试验设计中去•模型 （1) 的最简单的情况为 a* = 0与&< = 1，1 < i 彡 s . 
这一问题等价于在单纯形 

5= ja: = - ,i s ) : ii > 0,1 < i ^ = l| 

上找出一个均匀散布的集合 {* fc) l < fc < n}. 我们曾建议过一个由 C - 1 上 n 个 
点的数论-网导出 S 上均匀散布的 n 个点的方法I 4 , 6 ，' 我们将推广我们的方法来 
处理更为困难与一般的情况 （1), 即给出寻找区域 （1) 上均匀散布的集合的方法. 

§1- 逆变换方法 

命 D 为 s- 维欧氏空间 JT 中的一个有界区域及 a: = (x ls ... , x a ) 为 D 上定 
义的，且有积垒分布函数 (c.d.f)F(X) 的一个随机矢量, * 有随机 表示： 


x = x(ifi),tpec t , 

此处 t s 及沪= ( 列，_ • • ，灼） e 0为有独立分量的随机矢量.假定1彡 i < t 

Olfii 

1 o < a 在 C* 上是连续的.记 



及 


J(v>) = detCTTO 172 , 


J(<p) 是 2? 关于 a： 的体积元素•当 t = s,J( V ) 就是通常的 Jacobian. 由办的独立 
性可知 

VlD ) J{v，) = 办“灼)， 

此处 V(£>) 为£>的体积及 Pi i < p ) 为讲 的概率密度函数 (p.d.f.), 1 < i 彡 t. 所以 


vkL JMiv= jj： Fi{r<) ' 


此处 dy> = ^ ** = (n， …， r t ) 表示 <pi < r“l 《 i 彡 t , Fi { r ) 表示 沾 的 


c . d . f . 1 ^ t ^ t . 
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命多= { a ； fc ， 1 < fc < n } 为 D 上的一个点集及 而 = *( 的)， 1彡 i 4 n. 命 

= ^2 /( Vi < r ), 
i=l 

其中 1(A) 表示 A 的指标函数，即 


m 


- {i 


当4出现， 
0,其他情况. 


则 ® i , 


- 的经验分布函数可以定义为 


—1 


于是 


sup |^( r )- F ( r )| 


⑶ 


为 F ( r ) 关于拟合最优检验中的 Kolmogorov - Smirnov 距离.若 F ( r ) 为 C * 上的均 
匀分布，则由 （2) 式可知 


F ( r ) 


V{t < r ) 
V(D) 


=n f 相， 


此处 

将⑶式记为 


V(t ^.r) = J J(ip)dip. 
DH^)=8upjF n (r)-^|ll 


这是集合多•在 D 上均匀度的一个测度，它称为多■的偏差.当 s = f，I? = CT 4 
及叫=灼，1 < i < s ,D f (^) 就是多在 WeyH 2 ) 意义下的偏差，并记为I?(多).命 


•^ = {c* = (Cfci， …， c fct ), 1 < fc < n} 

为 C 4 上均匀分布的一个样本，它有偏差 D (多) . 我们用 Fr^r) 表示 Fi(r) 的逆 
函数,1 《 i 及 

*fc = *(F -1 (c*)), 


此处 


F~\c k ) = ( F ,- 1 ^), • ■- , Ff 1 ^)), 1 < * 彡 n . 
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今往寻求集合多 ■• = {* fc = *( F -1 ( c fc ))， 1 《 fc < n } 的 F - 偏差. 由于 
F n { r ) = < r )= 泛 J ( c fc < F ( r )), 

^一 i ^ — i 


所以 


D F (^)=mp 睹 F(0) - fl 阶 )| 

=sup /( c fc < «) - TTuJ = D(^), 

«<c 十台 f = \ I 

这表 示多* 的 F - 偏差正好是 D (^). 因此从 C * 上一个有偏差 d 的集合出发， 
就可以导出 D 上一个有 F - 偏差 d 的集合， •. 这一方法称为逆变换法，我们常 
常称有 F - 偏差 0 ( n _ i ) 的 n 个点的集合为 NT - 网. 我们可以构造具有 F - 偏差 
CHn - Hlogn ) 8 - 1 ) 的 NT - 网[ 3 , 4 1. 


§2. 区域 5( a , 6) 

假定 0 = (^ ，…， a ,) 与 b = ( ln ，…， b ，) 为两个适合 

0< Oi <6 i < l , l < i<s 


的矢量，及 

lB 5( o ,6) 为区域 
S ( a , b ) = ' 


=^ ai < 1 与6 = bi > 1. 


= (a ： l, ••- , X,) ： Qj < gj < &j, 1 < 1 ^ 8, Xj = 


⑷ 


注意 （4) 式是 5(0,6) 非空的充分且必要的条件，事实上若 （4) 式成立，则显然 
S ( a , b ) 非空. 反之，若 a > 1或6 < 1，则对于所有适合 a * <私< &“ 1 < i < s 的》 
皆有> 1或之而< 1.命 


^(6i - Oi)yi = ^ii-^Oi = l-a 


⑻ 
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» bi 一 1 / . 〆 

«t = . 1 _ a ，1 < * 彡 s ， 

则得 f ； 也 讲 =1,木 > 0,1彡 i < s .因此 5( a , 6) 与条件⑷分别变成 

i=l 

5(d) = <y = (yi, •• - ， y») : I/ € C7* ， 乏〕呔沾 = l，dj > 0,1 < i < s 
l i=l 

^>>1. 


与 


⑹ 


其中4 =(山，…， d,). 命 

S *( d ) = | l / = ( l / i ,••• , Vb ) ■ Vi > 0,1 ^ i ^ s^diVi = l,di > 0,1 ^ i ^ . 

首先给出在 5*(d) 找出一个 NT- 网的方法.变换 

f d iVi = zi ■■- Zj-i (1 -zj), 1 O 彡 5- 1 ， 

1 d a y a = zi - -z a -i,z = (zi, ■■- ,z,-i) € C’- 1 

为 C— 1 与 5*(d) 间的一个——对应.命 

zl = (detHH') 1 / 2 ( 尝 ) ,1 < t < s - 1,1 ^ j < s , (7) 

则 

A = C { d ) z \- 2 --- z .- 2 , ⑻ 

其中 


-免广 


c ( d ) = (n 

证明将在第 4 节中给出.因此 5*( d ) 的体积等于 

V[s.d)= f Adz = C(d) [ zr 2 "2-2<l2i- -d2 s _ 
Jc — 1 Jc ，- 1 

= C ( d )/(8 - 1)!. 

由此可见 21 , •• - , z»-l 是相互独立的， Zj 的 p . d . f . 与 c . d . f . 分别是 


Pi = («- j ) z — -* -1 
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Gj- = ( pj(t)dt = z *~\ z € C 1 , 1 ^ j" ^ a — 1. 

Jo 

我们可以用逆变换法得到 5*(d) 上一个 NT- 网：由 C a_1 上的一个 NT- 网 

{cjfe = (C W , … Cfc.,-!), 1 < A: < n} 

出发（见文献 [4] 附录)，由于⑷的逆函数为 

= z7 ^ 7 > 1 < j < * - 1 , 

故得 5*(d) 上一个 NT- 网 

{Vk = (y/ti, • • • , Vka), 1 < A ： ^ n}, (9) 

其中 

Vkj = dJ 1 c ^ 

Vkj = 

代入 （5) 式，则得区域 

5(o) = |x = (: El, … ,x,) :l>Xj>g < ,l<t< g,y^ Jj = l| 

上一个 NT- 网.此处 

= (1 - a)c« - - - Cfc i4 _ 2 Cfc,,_i + o„ 1 ^ j ^ a - 1,1 < fc ^ n. 

由于变换 （5) 的 Jacobian 为常数 fj(6i - a*), 所以 {**, 1 《 < n} 与 {|/ fc : 1 < 
fc < m} 的 F- 偏差有相同阶.于是 l 1 以下仅考虑 S ( d ). 

§3. S *( d ) 与 S ( d ) 的体积 

我们的目的为在 5(d) 上得到一个 n 个点的 NT- 网.先在 S .( d ) 上选取一个 
有 m 个点 NT- 网⑼式，它有差不多 n 个点落在 5(d) 上，因多■在 5*(d) 上均匀 
散布，所以=应渐近地等于 S*(d) 与 S(d) 的体积之比，即 

m V^(d)) 
r -« v ( S ( d )) - 


… c 濟 (1-#)， 
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因此 m 的估计即归结为 K(5*(d)) 与 K(5(d)) 之估计 •由⑺ 式可知 


V(S m (d)) = C{d) f z {~ 2 • • - z^dz! ■■- dz a . 1 = C(d)/(s - 1)!. (10) 

J»ec — 1 


今估计 V(S(d)), 


V{S(d)) = C(d)N(d), 


( 11 ) 


其中 


刪 




… Z a -2^1 • • • dz a -i. 


我们第一步找出一个递推公式,它将 (S-1)- 维积分 N{d ) 归结为一个 (a-2) -维积 
分. 第二步求出 s = 2时, N(d) 的表达式.最后逐次运用递推公式,求出 s = 3,4,… 
时， JV ⑷的表达式. 

(1) 约化. 不失一般性，我们可以假定 


di><h^-^d a . ( 12 ) 

否则，我们可以改变变数的次序使 （12) 式成立. 

1) 若 d, > 1,则 S(d) = 5*(d), 及 

眷占. ⑽ 

2) 若山> 1及 d, < 1,则 21 没有约束，即 q 可以取（7 1 之任何值，关于给予 
zi 6 C? 1 , *1 ^ 0,考虑 区域： 




~Vi - ^2- -^-1(1 ~ Zi), 


V 1 -'- 


Z2 ■- -Zg- 1 , 2 彡 i < s — 1 


此处（勿，… ,z 3 -i)e C- a , (i/a， …， y,) € C- 1 . 当幻 e ( 0 ,d 9 ) 时， _ 彡 l 及在 （13) 
式中将 s 换为 s -1，得 

N(d) = z[~ 2 dzi 乂 (斧 ^ ) 4 _3 … ■Zaddzij … dz a -i 

+ f z{~ 2 dzi f z| _3 .-.z,- 2 dz2 … dz.—i 

J d . A •(奇，…， | f ) 

= / 1 „x, f z{~ 2 Az\ + f zl~ 2 dzi f «| _3 ... 2 ： *_ 2 d 〜 --d 2 ： s _i. 

- 2)1 Jo Jd, 
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由（4)、 （6) 式可知， q 必须满足 


zi , 

i =2 

否则后一积分值为0,因此得递推公式 


刚=爲 + (*....，*)扣. (14) 

3) 若 di < 1,则 2 ：i 必须满足1 一幻< di , 这是由于由扒=1 _ «i 及讥 e (7 1 
之故.所以得递推公式 

兩=( I ,…,|) d 斗 （15) 

(2) a » 2. N ( d ) 等于适合于 

dm = 1 - zichys = zi,zi € C l 


的^的测度.所以 

AT ( d ) = d 2 (di ^ l,d 2 < 1), (16) 

N(d) = | l-dl <2! < d 2 |= d 1 + d 2 - l(di < 1). (17) 

(3) a = 3 .若 d 2 > l , d 3 < 1, 则由 （14) 与 （16) 式得 

释！ f 〜 ㈣ -=誓+/: 去一 - f . (18) 

类似地，由 （13) 〜 （17) 式可得 


N{d) = (cfc + tfe) min(l，cfe + 办） 

_ min(l,rf 2 + dz) 2 _ df + 兩 
2 2~ 


(di >l,d2<l), 


(19) 


JV(d) — di — — (d? + <^ + <^ +1) + (da + dg) min(l, di + d^) 

mind, 言 + d3) 2 (di<1)1 _ rfi<d3)) (20) 

N{d) = da ^di 十 d2 — 1 + (di < 1， tfe < 1 — di < tfe), (21) 
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N{d) = — (di + (h + d3 — l) 2 (di < 1，办《 1 一 di). (22) 

当 s > 4,由于 JV(d) 的解析表达式太复杂，所以建议用统计模拟方法来估计比值 
r: 在 C— 1 上取一个 NT- 网 


■^ = {cfc = (cfei, • • • , Cfc, a _i), 1 < fc < m}， 

此处 m 充分大.若多有偏差 d， 则由它诱导的 S*(d) 上的集合多 * = {i/fc = 
(VM，• • • ， Vks), 1 < A: < n} 有 F- 偏差 d (见⑼式).由于多*在 S*(d) 上均勻散布， 
所以多 • 落于 5(d) 上的点数渐近地等于 

L v(S(d)) 1 
卜(5 •⑷) J - n ’ 

其中问表示 a: 的整数部分，即 T 可以看作是的近似值. 

§4. A 的计算 


回忆⑺与⑻式 , d = (det HH ' y / 2 , 此处 


B 砮 )- 

- dr 1 ， — 2 a)i 

0, - dj ' zi , 

0 , 0 , 


^令 (1 〜), 



dj 1 

dj 1 

d .- 1 




22 

Zl •• - z a ~i 
2«-l 


首先来证明下面关于行列式的 引理: 
引理命 a* >0，l<i<si, 及 


Ol + <*2> —0-1 

—0,1 02 + ^3 


O-s —2 + Qs -1 — G*-l 


则 


A a = ai -- a a y ^ a ,~ 1 . 



混料均勻设计 


•469 - 


证当 s = 2时,命题显然 成立. 用归纳法.假定 s > 3及当2 < t O - 1，引 
理的结论对于4成立，则 


= (ai + a 2 ) 


£>2 + 03, —(13 

— 03 03 + a 4 


~<>2 


<*3 +«4, —04 

—04 «4 + <*5 


a *-2+ a a _i — O s _i 

—a s _i o,_i + a s 


°«-2 + 0-a-l —da-1 

— a s -i Oj_i + a . 


=(«i +aa)a2 - a, y^af 1 - a\a^ … a a V ar 1 
t =2 i =3 

» a a 

=ai … a* y : Oj 1 + fl2°3 … > : ar 1 - o|a3 … a， > : o^ -1 
t=2 <=2 t=3 

= oi - a a 


引理证完. 

A 的 计算： 命 >1 为 （a - 1) x (s - 1) 方阵，且满足 det A = ±1, 则当 if 换为 
■4/f 时， j 是不变的.命 Ay = (Outi), 1 ^ u,t; < s — 1, 此处 a„ u = 1,1 彡 u 彡 s — 1, 
an =丨及 a u „ = 0 (其他情况)，则 if 与 A tj H 的差异为的 i - 行等于 H 的 
i - 行加上 H 的）-行的 S 倍.运用这些算子，即可得到矩阵 A 使 


- rfr 1 


\ 


… 2,-2 d ~ l Z \ - - - Z 9 -2 


所以 

其中 


A 2 = det ( HH ') = det ( AHH , A , ) = (2 广 2 … z a _ 2 ) 2 detG , 

( d ^ + <^ 2 \ 


-«^ 2 ^ 2 + «^ 2 '• 


~ d 7-i 


•470 


华罗庚文集 


由引理可知 

det G = (di • • • d a )~ 2 = C ( d ) 2 , 

*=1 

所以 

A = C ( d ) zt ~ 2 -- z a . 2 . 

§5 •例 

例 1 假定 a = (0.6,0.15,0.05) 与 6 = (0.8,0.25,0.15), 贝 (| a = 0.6+0.15+0.05 = 
0.8,6 = 1.2 及 d = (1,0.5,0.5) .由 (10), (11) 与 （19) 式可知 

汉⑷=1-$-罕=0.25， 

及 

V ( S '( d )) 0.5 „ 

V ( S ( d )) ~ 0.25 - 

因此可以由 C 7 2 —个有71个点的 NT - 网导出 5( d ) (或 5( o ,6)) 上约有个点的 

NT - 网.例如，由 C 2 上一个17个点的佳格子点集出发，其中有9个点落于 5( a ， b ) 
之中: 

*1= (0.765 7, 0.175 2, 0.059 1), x 2 = (0.740 6, 0.176 2, 0.083 2), 

*3=(0.723 3,0.161 3,0.115 4), x 4 = (0.709 3,0.227 4,0.063 3), 

*5= (0.697 1,0.207 5,0.095 4), x 6 = (0.686 2,0.180 1,0.133 6), 

*7= (0.667 2,0.239 9,0.093 0), x 8 = (0.658 6,0.204 1,0.137 3), 

*9= (0.635 5,0.232 2,0.132 2). 

例 2 假定 a = (0.3,0.2,0.1,0.05) 及 6 = (0.6,0.5,0.4,0.2), jQ>J a = 0.65 与 
由 (14) 式可知 

= /^ 7 Z?N ^ ^ r ) dZl + 1 ! 4N (^ T 5 ^ t ) 

+ 乂 

=/l + + 13- 
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对于 匕有吾 > 1，所以》(点«) = • ( 见⑽式 >.因此 

Il = Ul zU ^ = ef^- 

对于办，有4■彡1，&■彡1，所以由 （18) 式可知 


《咅 -K 忐 )) d 


27 


/ *=4 

对于 J3 ，有忐 C， 1 -忐 ，会 + 壳> 1 ，所以由⑽式得 

/3 = 乂（ -1+ F ) 伽 1 

276 




- 88 
: 6 T ^' 


因此 

N ( d ) = h + I 2 + I 3 = = 0.134 110 787 •• 

于是由（10)、 （11) 式可知 

V(S'(d)) _ ― 

V (5( d )) = 276/6 x 7 s = 276 = 1 242 753 623 … 

这表明由一个 C 7 3 上[^]个点的 NT - 网可以诱导出 S ( d ) 上接近于 n 个点的 
—个 NT - 网. 


6 x 

6- 1 343 
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统计模拟中的数论方法 

王元方开奉② 


① （中国科学院數学与系统科学研究院教学研究所，北京 100190) 

② （中国科学院數学与系统科学研究院应用数学研究所，北京 100190) 


摘 要 


受现实生活的一个案例形成的随机覆盖问题之启发，我们在本文中讨论并比较 
了统计模拟中的几种方法，包括 ELP 网、 NT 网与其他网.我们给出的一些结果对 
统计模拟是有用的. 

关键词数论方法统计横型几何槪率 

MSC(2000) 主題分类 65C05, 65C50 

1.引 言 

由于统计中的许多问题都没有解析解，所以统计模拟是一个重要工具.命 
- - ,* n } 为一个具有 C . d.f F(x) 的总体的一个样本，了为 {& ，…， 〜} 的一 
个统计量.统计棋拟可以产生一个样本并构造出： r 的一个样本 TV 重复上述过程 
m 次，我们得到 T 的一个样本集，…，4•当 m 大时, ，…，了„>的经验分布渐 
进于 r 的分布. 

作为数论方法中 NT 网在统计模拟中的一个案例，方开泰与王元 I 1 . 2 】建议了 
—个固定圆被 m 个随机圆覆盖面积的分布模型，现在我们将这个问題叙述 如下： 

命 + 为单位圆.假定有 m 个随机圆，…，0„«，它 

们的中心与半径分别为 - , Rm , Pi 相互独立，且 

•P ‘ 〜 iV 2 (0,ofi*2)， 1 < t ^ m, 

①引用 格式： 王元，方开泰.统计棋拟中的数论方法.中国科学 A, 2009, 39(7): 775—782 
Wang Y, Fang K T. On number-theoretic method in statistics simulation. Sci China Ser A, 
2009, 52, DOI: 10.1007/sl1425-009-0126-3 
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此处 iV 2 (/i,S) 为具有均值矢量 p 与协方差矩阵 S 的二元正态分布，> 0,0 = 
(0,0), / 2 为 2 x 2单位矩阵.命5为执与所有随机圆的并的公共区域，即 


我们亦用 S ■表示 S 的面积，希望求出 S 的分布图.图1表示 m = 3的一种情况， 
其中 S 是有阴影的区域. 



若 m = 1,由于两个圆的分共面积可以由这两个圆的中心与半径的显式表示出 
来，所以容易找到 S 的分布.当 m > 1,则难于找到 S 分布的一个简单公式. 

若 m = 1,我们可以对 S 的棋拟结果与 S 的真值来进行比较.在此,经典方法， 
即等距格点方法 ( ELP 网）与数论方法 （ NT 网）被用来作统计模拟.一些数值实例 
表明 NT 网远比 ELP 网为优（例如见文献 [1, 2 j ). 为简单计，我们可以取 m = 0, 
即 S 为单位圆的面积7：,我们仅对模拟结果与 tt 进行比较即可（见文献 [3, 例 3 aD . 
本文的目的在于用几何数论的结果来对统计模拟中的几种方法作些比较说明. 


2. ELP 网与 NT 网 

命 ABCD 为 S 2 的外接正方形，如图2所示.将 ABCD 分割成边长为 2 /ri 的 
n 2 个面积相等的正方形，则我们得到中 n 2 个格点 

{ (-1+ n 1 - l + ⑴ 

点集 （1) 称为一个 ELP 网，假定共有 W 个格子点落于 B 2 中，现在我们用标准 
Monte Carlo 方法生成 m 个随机圆，它们的圆心与半径分别为 只与私 （1 < i < m )_ 
假定在这 W 个点中有 M 个点落于区域 Oi U • • • U 之中，则我们得到 S 的一个 
近似的观测值 nM/N. 重复这一步骤，我们得到 S 的一个近似的观测值系，从而获 
得 S 的一个经验分布.我们称这个模拟程序为方法 I . 
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巩 -1,1) qi ， i) 



图2 


若用一个 NT 网代替集合 （1). 例如取 ABCD 上的一个佳格点网（好格子点 
网， glp 网)，并如前所述进行模拟，则称这个程序为方法 II . 

这两个方法都基于 ABCD 上的均勻散布点集，而不是直接用丑 2 上的均勻散 
布点集.我们当然可以用执上的一个网来进行模拟.变换 

{ X = r cos 2n0, 
y = r sin 2nff, 


将单位正方形 t/2 = {( r ,0) : O ^ r , 0 ^ 1 } 映射为 B 2 , 我们有 


[ f dxdy = f f 

J J Ju 2 


2nrdrd6. 


( 2 ) 


命 P , = ( P ,( t ) = ( nA ), 1 < i < g } 为 t/ 2 上的一个均匀散布点集 （NT 网).则 


Qq = ( Q 9 ( t ) = ( r < cos 27 r 0“ r ! sin 27 r 0 i ), 1 ^ t ^ 9 } 

为上的 《? 个点所成之点集.注意在 B 2 上不是均匀散布的.但是由 （ 2 ) 可 
1 

知我们可以用加权和[ 2 打< = AT 来代替见假定 Q ,( i j )(l $ j < t ) 为 { Q q ( i )} 

i=l 

中被 Oi U ••• UO m 覆盖的诸点，则 ^2^ = A /* 可以用来代替 M . 因此我们可 

以如前_样来进行模拟，并称这个程为方法 III . 

我们可以直接定义 S 2 上的 NT 网 如下： 命 P g 为 U 2 上的一个 NT 网，它有 
WeylW 意义下的偏差 

D ( q ) = sup 1 N ^ r, - re \, (3) 

(r.fl)GUa I 9 I 

此处 N ( r ,0) 表示满足 r * < r ,0 i < 9 的点 P ,( t ) = {( n ，氏 ),1 < i < 9 } 的个数.则 
{(抑，讲 )， 1 < i < «} 是一个丑 2 上的均匀散布点集，其中 

{ Xi = y/ricos2iT0i, 

Vi = ^/ rism 2 n 9 i , 
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我们可以证明 

sup | -叫= D { q ), (5) 

此处 N ( R ) 表示落入扇形区域 { r< 中的点数，如图3所示 f 1 ， 2 】.（5) 式 

的左端称为 S 2 上的集合⑷的偏差，它是用来度量执上的集合均匀性的测 
度_ (5) 式表示 B 2 上的集合⑷的 F - 偏差，它等于[/ 2 上的集合 P q ( i ) 的偏差.因 
此我们可以直接用集合 （4) 来做统计模拟,这个程序被称为方法 IV . 



用 ELP 网与 NT 网 （ glp 网）做模拟的一些数值算例表明方法 II , III 与 IV 皆 
比方法 I 为优，而方法 III 与 IV 具有同等精密度，且均比方法 II 为优 I 1 ， 2 〗. 

3.圆问题 

命 i 4 j ( i ) 表示圆 {( ii , v );« 3 + u 2 < x } 内格点或整点 ( u , v ) 的个数. Gauss 【 5] 证 

明了 

A2 { x ) — 7 TI = Of ® 1 / 2 ). ⑼ 


命0为使关系式 

Ai{x) — nx = 0(x v ) 

成立的 t ; 的下界. 寻求0 的最佳估计是一个几何数论的著名问題，称为圆问题.估 
计 （6) 表示0 < 1/2. 这一结果不断地被改进，例如 Sierpin 8 kil 6 l (0 < 1/3), Van der 
Corput ⑺ （设彡 37/112), Titchmarsh 【 8 】（0 < 15/46), 华罗庚 閘 0 < 13/40), 陈景 
润 (0 < 12/37) 等.目前，最佳记录是由 Iwaniec 与 Mozzochil 11 ! 得到的： 

■42( x ) —irx = 0 ( x ^ +e ), e > 0， (7) 


这表示 0 < 7/22. 另一方面, Haxdyl 12 ! 证明了 0彡1/4,更精确地说，他证明了 


TT — A 2 ( x ) - 7 T 3 
*-.oo logj x 


>0, 


⑻ 
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将 （6) 式的两端均除以 a ;， 则得 


^-7T = 0(X- 1 / 2 ), ⑼ 

此处 A 2 { x)/x 可以看作 S 2 中以 1 /Vx 为边长的所有方形的面积之和.记 iV 2 = 
A 2 ( a :)/ a :. 则⑼可以写成 

N 2 -ir = 0{x-^). ( 10 ) 

但由 （ 8) 可知 （ 10) 的右端不能改进得比 

0(x^ logi a:) (11) 

更好.这是方法 I ( ELP 网）精密度的极限. 

若在 （ 5) 中取 (9 = 1 ， 则扇形区域 il 为以原点为中心、 r 为半径的圆，如图 4 所 
示 .命 N(r) 为点集⑷落入圆 {(«,«) : u 2 + v 2 <r 2 } 中的点集,则由 （ 5) 可知 

sup | — Trr 2 — irr 2 | = 0(D(q)). (12) 



我们引入一个有低偏差 Z ? ⑷的£/ 2 上的一个 NT 网，及由此诱导出一个 S 2 上的 
NT 网，具有偏差 D ( q ), 如下： 

命 {&} 为 Fibonacci 序列，此处诸 F „ 为由下面的递推公式定义的整数 
•Fo = 0, Fi = l . i ^ n+l = Fn + F n _i (n 彡 1)， 


或直接由关系式 




定义. Bahvalovt 13 !, 华罗庚与王元 【1< 1独立地建议了 C / 2 上的点集 


(tm) 


1 < fc < F n , 


(13) 
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其中 n 彡3, { y } 表示 y 的分数部分.他们还用集合 （13) 来构造的上的求积公式. 
Zarembal 15 ) 证明了集合 （13) 有偏差 

Wn ) = o (^)- (14) 

由 Schmidt ! 16 ! 关于均勻分布的著名定理可知 （14) 的右端是臻于至菁的.如果我们 
用 （13) 诱导的丑 2 上的网作模拟，则仅导致误差 0( logF „/ F „). 这说明 ELP 网与 
NT 网给出的模拟误差分别为 

0(9 _ 3 log 全 g ) 与 0(? _1 logg )， (15) 

此处 g 为网中所含点数，这可以看作为什么在模拟中用 NT 网比 ELP 网为佳这个 
问题的说明. 

注记1 ELP 网的偏差不会比 Ok - 1 。 更好因此若一个 ELP 网映射至 
b 2 , 则诱导的集合仅有 F - 偏差 O 0 r 1/2 J . 

4 高维球问题 

第一节引进的统计模拟模型可以推广至 s (> 2) 维情形.命 S 8 为 s 维单 位球： 
B a = {* = (xi, • • ■ ,I,) : x? + ■ • • +1? ^ 1}. 

假定有 m 个随机球 Oi , - - ,0 m , 它们的中心与半径分别为巧,…， _ P m 与坧，…， 
Rm, Pi 相互独立，且 A 〜 N a (0,crU.), 其中凡为多元正态分布，内 > 0,0 = 
(0, …， 0)' 及忍为 s x s 单位 矩阵. 试求5 = n ( O : U … U O m ) 的体积的分布, 
此处我们仍用 S 表示 S 的体积. 

我们用 A s {x) 表示球 {( si ,- - • ,x a ) : x ? + ■ ■ • + ^ x } 中的整点 ( xi , ••- , x 8 ) 

个数.则类似于 Gauss 圆问题，我们可以证明 

A„ = v{B a )x^ 2 + O ( W 0, (16) 

此处 

v{Bs) = r(f) +1 (17) 

为 B a 的体积 ， w = O ( x ^), 其中为一个满足 0 <<p < s /2 的数. 

当 s = 3时，陈景润丨 18 1与 Vinogradov ! 19 】 独立地证明了 =叢+ e(e > 0) •但 
是我们有灰= n ^ iog 2 !), 这就是说，应用 ELP 网的误差极限为 


N 3 - v(B 3 ) = 0(q~ 2/3 log 2 q), 


(18) 
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此处 iV 3 = A 3 (x)/q,q= [x 3 / 2 ], 其中 [y] 表示 y 的整数部分. 

当 s > 4时, Walfis Z 【 20 l 与 Landau! 21 ] 证明了 （16) 式的误差项适合 


Jarnikl 22 ) 证明了 


0(1 log 2 a;), 当 s = 4, 
OCW 2 - 1 ), 当 s > 4. 


W = ilix^ 2 - 1 ), a >4. 


因此除去 s = 4的对数阶外,估计 （19) 是臻于至善的. 
将 （16) 的两端除以 W 2 则得 


N t -v(B t ) = 0(q~y), ( 20 ) 

此处凡= A 9 ( x )/ x*/ 2 ,q = [ x ^], 其中在计算 s = 4的情况时，对数项被忽略了，这 
就是 ELP 网的极限. 

现在我们取一个 I /,上的 NT 网，并推荐使用 Korobov 【 23 I 与 HlawW 24 】 独立 
建议的 glp 网： 

1<k<q ' (21) 

此处 a = { o !,--- , a s } 为一个整矢置.他们证明了，当《/ = p 为素数时,存在一个矢 
量 a 使集合 （21) 有偏差 

D ( p ) = 0 (亨) • (22) 

我们将集合 （21) 记为{办= ( Cw , …， c *,), 1在 fc < g }. 当 S = 3时,我们定义 

{ 2：*1 = 4f(l - 2c fc2 ), 

Xk 2 = 2 c l ^ y / c k 2{\ - c fc2 ) cos (27 rc fc3 ), 

1*2 = 2 4iV c fc2(l - c fc2 ) sin (2 irc fca ), 1 < A < 9 . 

若 g = p 为一个素数，则存在 a = ( ai ， a 2， a 3) 使 { a；fc = (**1，叫 2 ,3；*8)，1 < A ： < p } 
为 B b 上的一个 NT 网，其中 _ F - 偏差为 0( log 3 p / p ). 

当 s > 3 时，我们取％上含有 p 个元素的一个 glp 网.记它为 { Cfc = 
{( Cfci , ••- . c fcs ),l 彡 A : 彡 p } ■命 



f (sin7rt)*~ J df, 
Jo 


当 j = l, 
当 2 
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此处 S(a,6) 为 Beta 函数.记 

6 fci = 

bki = •FT 1 ( C «)， 2 < t ^ 1 < fc $ p, 

此处 F , r \ x ) 为叫的 c.d.f. Fi(a:) 的逆函数.定义 
J 

Xkj = bki SkiCkj+i, 1 y 彡 a - 1 ， 

<=2 

Xka = ftfcl 

i=2 

此处 

Ski = 8in(7r6fci), = coB(7ri> w )，2 < i 《 s - 1， 

Ska = 8m(2irb ka ), Ck, = cos(27ri>*,), 1 < A: < p. 

则 = (Xki, ••- ,x fc .), 1 < ^ p 为艮上的一个 NT 网，它的 F - 偏差等于的 
偏差，即有阶 + 2 1 

O^-'log-p). (23) 

(22) 与 （23) 是 

0(9~ 2/ *)与 (24) 
的比较，这可以看作在统计模拟中， NT 网比 ELP 网优越的说明. 

注记2由均匀分布的一个重要猜想可知，对于 f/， 上任何 g 个点的集合，其 
偏差皆适合 D { q ) = Qiq - 1 log - 1 q ). 

注记 3 Halton 网可以达到估计 D ( q ) = 0(<T 1 log*" 1 q ), 但是 Haiton 网的构 
造比 glp 网要复杂【 26 】. 

注记4对于一个素数 p，glp 网的构造依赖于矢童 a = a(p). 但求出 a(p) 需 
要 OCp 2 ) 次初等运算，所以由数值分析的角度看，这个方法只是存在性结果.我们 
将 Fibonacci 网 （13) 推广至 U.{s > 2), 但其偏差却大于（23)[ 17 1 

5. 其他区域 

首先,对于有理椭球 

Q(*) = ^ 2 ^ 2 a H x i x i ^ 

»=1 j=l 

此处 Oy = aii 及 aii e a 存在一个有理系数的线性变换 7\ 它将 Q ( x ) 映射 至艮. 
因此第四节所述的结果对 Q(*) 亦成立（见文献 [26]). 当 S = 2时, JaxnikP 2】 证明 
了下面 定理： 
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命 L 为一个闭 Jordan 曲线，它的长度亦记为厶假定1 > 1,命4为由 L 包 
围的区域，此处/!的面积亦记为>1•命 iV 为4中整点之个数，则 


|vl - iV| < L. 


(25) 


这个结果的精密度等于 Gauss 关于圆的问题的精密度（见 （6)) .取4为单位正方 
形，则由 A 上 ELP 网的偏差之上，下界估计可知 （25) 右端的无穷大阶是臻于至善 
的. 

若 s > 2,则由％上 ELP 网的偏差可知 （25) 的右端应不会优于4的边界的 
(8-1) 维测度 • 

命4为一个 S 维有界区域.假定存在一个变换将 R 映射至洚则由逆变换法， 
我们可得到一个由 R 上的 NT 网丈诱导出来的欠上的_个 NT 网次其中 A 的 
F - 偏差等于 Weyl 意义之下丈的偏差（见文献 [1,2]). 因此我们建议用 A 来作>1 
上统计量的统计模拟，即我们推荐用第二节所讲的方法 IV . 

若乂是 s 维空间的一个有界区域，但其维数 t 小于 a , 例如是丑，的边界 
5,-1, 则我们需要一个将 C / t 映射至/ I 的映射 a 现在我们可以用4的体积元素去 
定义 c . d . f . F ( x ), 然后我们可以决定由％上的一个 NT 网氐诱导出来的>1上的 
NT 网 A , 从而仍可以如前一样应用方法 IVI 1 - 2 ). 

我们有由 C / t 至下面每一个区域的 映射： 

A , = {x = ( xi , ••- , i ,) ： 0 <xi < ••• < x , < 1}, 

= {x = (xi, • • • , x«) ： + • • • + ^ 

S a -i = {* = (xi, • •• ,x a ): xj +• ■ -l-xj = 1}, 

14 = {* = (*i,• • • , X,) G R+ : a ： i+ - +x, ^ 1}, 

T a -i = {x = ( xi , ••- , x ,) € R + ： i ! + ... + 0 ：* = 1}, 

T 9 -i(a,b) = {* = (xi, ••- ,x») € R+ : ii+ '-H-x, = 1,0 < Oj ^ Xj ^ 6j ^ 
1,1 <*<*}> 

此处杧 表示所有非负元素矢童构成的集合，及心与心为 [0, lj 中的常数（见 
文献 [1, 2, 27]). 

若/ I 是一个 s 维区域，但我们不能明确写出由 C 7, 至 A 的映射，则我们可以 
定义一个包围4的长方体然后利用上的一个 NT 网来对>1上的统计量作 
统计模拟，即用第二节引进的方法 II . —般说来,这个方法的误差大于方法 IV 的误 
差，但仍比 GLP 网为优（即方法 I ). 

致谢感谢周永道博士和宋谢冰小姐协助中文 Latex 输入工作，感谢周宏先生 
的许多帮助. 
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